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< Plan de solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1! >

'EXERCICE |

FE est espace vectoriel des fonctions continues sur R, & valeurs réelles; a est un réel strictement positif donné.
A toute fonction de F, on associe la fonction T, (f), définie par :

r+a
Vo € R, T, (f) () 1/ £ () dt

- % r—a
1. Soit s la fonction définie sur R par : Vt € R, s(t) =sin (Z) . Déterminer T, (s) .
2. Soit f une fonction quelconque de E.

(a) Montrer que T, (f) est de classe C! sur R.

(b) Montrer que T, (f) est constante si et seulement si f est périodique de période 2a.

3. Montrer que 'application T, est un endomorphisme de F.
Est-il injectif 7 Est-il surjectif 7

'PROBLEME |

1. On note S 'ensemble des fonctions dérivables sur R, vérifiant

Vz € R, zf'(z) = 3f(x).
(a) Démontrer que S est un R-espace vectoriel.

(b) Résolution sur I'intervalle |0, +o0o[ : déterminer ’ensemble S, des solutions, sur |0, +o00[, de I’équation
différentielle précédente.

(¢) Résolution sur l'intervalle | — oo, 0] : déterminer ’ensemble S_ des solutions, sur | —oo, 0] de ’équation
différentielle précédente.

(d) En déduire les solutions de ’équation différentielle sur R.

> six>0 0 sixz>0

(e) Onposef+:xn—>{ 0 siz<0 etf:xn—>{x3 Sz <0

Représenter f et f_.
Justifier que la famille (f4, f_) est une base de I'espace vectoriel S.

2. E =R3[X]. On consideére ® I'application définie sur R3[X] de la fagon suivante :
VP € Ry[X], ®(P) = XP' — 3P.

Démontrer que ® est un endomorphisme de R3[X].

Démontrer que ker ® = Vect(X?).

Démontrer que Im @ = R,[X].

Justifier que 1’équation différentielle zy’ — 3y = 222 + x — 1 admet une unique solution polynomiale
de degré inférieur ou égal a deux. On répondra a cette question sans résoudre ’équation différentielle
mais en utilisant les informations sur Im ® et ker ®.

(e) On note @ =2X? + X — 1 et P I'unique polynome de Ry[X] tel que ®(P) = Q. Déterminer P.

3. Déterminer les solutions sur R de I'équation différentielle : <« zy’ — 3y = 222 + 2 — 1 >.
Constituent-elles un espace vectoriel ¢



