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« Algebre Linéaire & Equations différentielles »

Exercice 1

1. On note S 'ensemble des fonctions dérivables sur R, vérifiant
vz eR, (2 —1) fl(z) =4da f(z). &)
(a) Démontrer que S est un R-espace vectoriel.

(b) Résolution sur les intervalles | — co, —1[, ] — 1, 1] et |1, +o0l.
Déterminer

e l'ensemble S; des solutions sur | — co, —1[ de I’équation différentielle (£).
e l'ensemble Sy des solutions sur | — 1, 1] de I’équation différentielle (£).
e lensemble S5 des solutions sur |1, +oo[ de I'équation différentielle (£).

(¢) En déduire les solutions sur R de I’équation différentielle &.
(d) Considérons alors la fonction g :  —— z* — 222 + 1, puis les fonctions fi, fo et f3 définies sur R par :

Ve €R, fi (z) = g(xz) siz<-1 ;f2(m):{g(a;) si—l<z<-—1 etfg(x):{g(x) sil<uw

0 sinon 0 sinon 0 sinon
Représenter ces fonctions f1, fa et fs.
Justifier que la famille (f1, fa, f3) est une base de l'espace vectoriel S.
2. On pose E = Ry[X]. On consideére ® Papplication définie sur E de la fagon suivante :
VPEE, ®(P)=(X*>—1) P'—4XP.
(a) Démontrer que ® est un endomorphisme de E.
(b) Déterminer le noyau de ®.

(¢) Démontrer que l'espace Image de ® est

Imq>:{P:aX4+bX3—|—cX2—|—dX—|—e/c:3a—|—3e}

(d) Justifier que I’équation différentielle (w2 — 1) y' —4xy = 32?4+ +1 admet une unique solution polynémiale
de degré inférieur ou égal a trois. On répondra a cette question sans résoudre l’équation différentielle mais
en utilisant les informations sur Im ® et ker ®.

(e) On note Q@ = 3X? + X + 1 et P l'unique polynome de R3[X] tel que ®(P) = Q.
Déterminer P.

3. Déterminer les solutions sur R de ’équation « (m2 — 1) v —dzy=322+x+1 ».
Constituent-elles un espace vectoriel ?

Exercice 2 (Oral Agro 2005)

1. Résoudre I’équation différentielle
y' — 4y =2x+3 (1)

2. En déduire les solutions de 1’équation différentielle
y'—dy =2z +3 (2)

3. Montrer que I’équation (2) a une unique solution dont le graphe admette des droites asymptotes en +oco et —oo.



