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« Séries de référence - Polynômes de Lagrange - Séries alternées »

Exercice 1

Donner les valeurs des sommes suivantes. (Vous préciserez clairement les références de cours et théorèmes utilisés et
veillerez à ne pas écrire de sommes de séries avant d’avoir justifié la convergence de ces séries.)
+∞�

n=0

cos(nθ)

2n
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Exercice 2

Soient a0, a1, · · · , an n + 1 réels distincts deux à deux et Φ : Rn [X] −→ Rn+1

P �−→ (P (a0) , P (a1) , · · · , P (an))

1. Montrer que Φ est linéaire.

2. Montrer que Φ est injective. Φ est-elle surjective ?

3. Soit (ek)1≤k≤n+1 la base canonique de Rn+1.
Pour chaque entier k ∈ {1, 2, · · · , n + 1}
• justifier l’existence d’un unique polynôme Lk de Rn [X] tel que Φ (Lk) = ek.
• Quelles sont les racines de Lk. Déterminer ce polynôme Lk.

4. Montrer que la famille (Lk)1≤k≤n+1 est une base de Rn [X] .
Que représentent les coordonnées d’un polynôme P de Rn [X] sur cette base

5. Application :

Déterminer l’unique polynôme P de R3 [X] tel que : P (−2) = 0, P (−1) = 1, P (1) = 2, P (2) = 4.

PROBLEME

Le critère des séries alternées.

Soit (un)n∈N une suite décroissante et convergente vers 0.

Pour tout entier n ∈ N on pose vn = (−1)nun et Sn =

n�
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vk.

1. (a) Montrer que la suite (S2n)n∈N est monotone et préciser la monotonie.

Que dire de la suite (S2n+1)n∈N ?

(b) Montrer que les suites (S2n)n∈N et (S2n+1)n∈N sont adjacentes. En déduire que la série de terme général vn

converge.

2. On pose S =
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vn. Pour n ∈ N, montrer S2n+1 ≤ S ≤ S2n puis établir que
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3. Application :

(a) Montrer que la série de terme général
(−1)n

3n + 1
converge. On pose alors T =
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(b) Déterminer un rationnel approchant T à 0, 1 près.

(c) Dans la suite, on cherche la valeur exacte du nombre réel T .

i. Vérifier que : ∀n ∈ N∗,∀x ∈ [0, 1] ,
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ii. Prouver que lim
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dx = 0. En déduire que T =
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iii. Montrer qu’il existe trois réels α, β, γ tels que : ∀x ∈ [0, 1] ,
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En déduire la valeur de T.


