Mathématiques - 2 BCPST 1&2 - Lycée Michel Montaigne
DM N°7 - A remettre le mercredi 21 novembre 2012
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« Intégrale généralisée - Série de terme général — »
n

' Probléme|

Préliminaire

1 2
1. (a) Montrer que : Vne N*, ; < m

(b) En déduire la convergence de la série de terme général —
n
(c) dJustifier les inégalité suivantes :

n
VneN Z

1
_2

2. Montrer que la fonction ¢ définie par : ¢ (x) = exx_ ;six#0et 9(0)=1est de classe C! sur R.

Partie 1

Soient ¢ et @ les fonctions définies sur R par

X . x
VxEIR,(p(x):{ 1 stox#0 (D(x):f o(t) dt
0

si x=0
Nous nous proposons dans cette premiere partie de démontrer que

1
A= lim ®(x)= 2—2

X—+00

—-nt

n
1. Montrer que pour tout réel ¢ : Vn e N*, ¢(¢) = Z te Rt + p)xe
k=1

2. Exprimer en fonction de x et de & 'intégrale I (x) définie par :
X
Yk eN*, VxR, I} (x) :f te Fdt
0

Vérifier que : Vk e N*, lim I (x)= k%
X—+00

3. Pour tout n € N*, on désigne par R, la fonction définie sur R par :

X
VxeR, Rn(x):f pt)x e ™Mdt.
0

1
Vérifier que VneN*, Vx>0, 0<R,(x)<—.
n
4. En déduire que pour tout n € N*, la fonction R, admet au voisinage de +oo une limite finie #,,.

1
Justifier les inégalités : Vn e N*, Vx>0, 0<R,(x)<{,<—
n

n
5. Etablir que pour tout réel x positif : Vn e N*, ®(x) = Z In(x)+ R, (x).
k=1



¢ En déduire que la fonction ® admet une limite finie A au voisinage de +oo.
n

) . L. _ 1
o Etablir alors que : Vn e N*, A —x1_1>r+noo<l>(x) = kglk—z +4,.

6. Conclure.

Partie 2

1. Montrer que pour tout réel ¢ et tout entier nanturel non nul, on a :

2sin|—| x =sin t|—sin|—=
2 2 2

2. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que

cos(t)+---+cos(nt)

1
cos(kt)dt=—

b/
VEk e N* t+bt?
fo (“ k2

3. Dans cette question a et b sont les réels vérifiant la propriété précédente.
2

t
On pose : Vt€10,7], g(¢) = a. 7
sn(3)

(a) Montrer que cette fonction g est continue sur [0, 7].

et g(0) = 2a.

(b) Montrer que cette fonction g est dérivable sur 10,7] et expliciter g’(¢) pour ¢ € 10, 7].

(¢) Vérifier que g’(¢) admet une limite finie quand ¢ tend vers 0 par valeurs distinctes de

0. En déduire que g est de classe C! sur [0, 7].

n 2n +
4. Montrer que pour toute fonction 4 de classe C L sur [0, 7], f h(?) sin(
0

quand n tend vers +oo.

2
7T
5. En déduire a l’'aide des questions précédentes et de la partie I que : A = X

1
t) d¢ tend vers 0



