1.

(a)

(b)

Corrigé du devoir maison n° 8

Le premier affrontement'

1 1 1 1 2
Rp et Re sont indépendants donc P(RgUR¢) = P(Rp)+P(Rc)—P(RpNRe) = 5—%-7— ( X ) ==

3 3 2

2
P(RBURC):g

Il s’agit de calculer P(RaN(RpURc)) = P(Ra) x P(RgURc) car R4 et RpU Re sont indépendants.

_ 2 2 2
D’aprés la question précédente, | P(Ra N (Rp U Rc)) = (1 - ) X = ==

3 3 9
Lo 2 2 4
R4 et Rp U R¢ sont indépendants donc P(Ra N (Rp U Rc)) = P(Ra) x P(RpURc) = 3%X3=3
4
P(RA N(Rp URc)) = 5

Probabilités de transition'

L’événement « 4,11 : « A est encore présent a 'issue du n+ 1° affrontement »est inclus dans I’événement
A, ; de méme pour B et C. Comme ABC,, = A, N B, NC,, pour tout n (y compris n =0) ABCp,41 C
ABC,,. En fait, ABC) 1 est réalisé si A, B et C sont encore présents a l’issue du n+ 1°¢ affrontement ;
si c’est le cas, il étaient également présents a lissue du ne).

Il en est de méme pour (BCy)nen et (AC, )nen.

Tant que A et B ne sont pas éliminés, A tire sur B qui est plus dangereux que C, et B tire sur A pour la
méme raison, donc personne ne tire sur C. Ainsi C' ne peut étre éliminé qu’aprés A ou B. Par conséquent
P(AB,) =0, et ce pour tout n € N.

Cet événement correspond & A B et C' n’ont pas été atteints au n + 1° affrontement (sachant qu’ils
n’étaient pas encore éliminés a 'issue du n°). La probabilité cherchée est donc celle que A, B et C ratent

leur n° tir sachant qu’ils ont déja raté les précédents.

I _ _ 1.1 2
Donc Pspc, (ABCn+1) = PABC,L(RZOR%QREV) = PABCTL(R?‘)XPABCH (R%)XPABCH(Rg) = §><§><§.
(on note R 1'événement « A atteint sa cible au ne affrontement. », Papc, (R%) = P(Ra) mais les

événements ne sont pas les mémes ; remarque identique pour B et C.)

C’est la probabilité que seul A rate sa cible au n + 1° tir et que B ou C l'atteignent (A est donc atteint

— 2
une fois ou deux par B ou C au moins). Pagc, (BCn+1) = Papc, (R N (RE U RE)) = g

De fagon analogue, B est atteint par A car C tire sur A, et A n’est pas éliminé par B ; donc
- 2 1 2 2
Pagc, (AC,LH) = Papc, (R:Z“ N RY% UR%)) = g X 3 X g = §
Papc, (An+1) = Papc, (Bn+1) = 0 car tant que les 3 joueurs sont présents, personne ne tire sur C'; il
ne peut pas étre éliminé.

Pour que C reste seul, il faut que A atteigne sa cible B (proba= % ) et que B ou C atteigne A (proba

4
égale a celle de BUC, soit %), les deux événements étant indépendants; donc Papc, (Cn+1) =3
Si C est éliminé aprés B, A restant, c’est qu’au n + 1° affrontement A a touché sa cible et pas C, donc
Pao (Aner) = 2 2 = 4

AC, (Ant1) =3 X3 =35
1 1 1 1 2 2
D ¢ P O - = —_- = = P AO = - _ = —
e méme, ACn( n+1) 3 X 3 9 ACn( n+1) 3 X 3 9
1 2 1 1 1 1 1 2 1
P Bpi1)==-x-=- P Chi1)==Xx=-== P BCpi1)==x-=2
po, (Bunt) =3 x5 =3 Pac,(Cun) =3 x5 =5 Pac,(BGm) =5 x5=3

—_



(2)

()

Sachant que C ne peut étre pris pour cible tant que A ou B n’est pas éliminé, on ne peut pas éliminer
les 3 joueurs en méme temps; donc Pspc, (On+1) =0.
Pour les deux derniers événements, les deux joueurs en lice & 'issue du n® affrontement doivent atteindre

leur cible, donc Ppc, (On+1) =3 X 3 = 6 et Pac, (On+1) = 3 X 3 = 9

Résumé des résultats obtenusI

I V=1 On+1 | Ans1 | Bus1 | Cnsr | ABpgy | BCpyr | ACwq1 | ABCryy ||

Papc,(V)=] 0 0 0 | 4/9 0 2/9 2/9 1/9
Pac, V) =1 2/9 | 4/9 0 1/9 0 0 2/9 0
Peo,(V)=| 1/6 | 0 | 1/3 | 1/6 0 1/3 0 0

Suite du tournoi I

Le tournoi est terminé s’il ne reste plus qu'un joueur (puisqu’il est impossible que les 3 disparaissent en

un affrontement), la seule possibilité est donc qu’il reste uniquement C'; c’est a dire que A ait atteint sa

— 2 2 4 5
cible ainsi que B ou C. P(Uy) = P(R4N(RpURc)) = 3X3= donc P(Uy) = 9

n

ﬂ ABCy = ABC,, puisqu’on a une suite décroissante (pour l'inclusion) d’événements.
k=1
On utilise la formule des probabilités composées :

P (ﬂ ABCk> = P(ABCl) X PA301 (ABCQ) X oo X PABclﬂuﬂABCn,l(ABCn)
k=1

1 n
= P(ABCl) X PA36‘1 (ABCQ) X oo X PABC”_l(ABCn) = (9>

1 1\"
car pour toute valeur de k, Papc,_,(ABCY) = 9’ donc finalement P(ABC),) = <9> .

i. ABCinN...NABC), = ABC}, donc Eyn = ABC,NACp1N...NAC,

ii. Toujours d’apreés la formule des probabilités composées,

P(Eyn) = P(ABCy) X Papc, (ACk41) X Pacy, (ACk42) X -+ X PABc,nACw 1 n--nAC,_. (ACy)
= P(ABC}) X Papc, (ACk11) X -+ X Pac,_, (ACy,) (méme raison qu’a la question @)

2 2
Or, pour toute valeur de ¢, Psc,(ACiy1) = g et Papc, (AC11) = g’ donc

() )

Remarque : ce résultat reste vrai pour n =0, car ABCy = ), de probabilité 1, c’est a dire (1/9)°.

iii. By, est I'événement « Le joueur B est éliminé au k + 1° affrontement, et les joueurs A et C
sont encore présents a issue du n® », AC,, est 'événement « Le joueur B est éliminé avant le n°

affrontement » (“avant” est pris au sens large et on inclut I’élimination au ne affrontement).
n—1

Par conséquent, AC,, = U Eg .
k=0

n—1 n—1 k n—k
1 2
iv. Les événements E}, , sont 2 & 2 incompatibles, donc P(AC,) = Z P(Ey,) = Z <> X <>
k=0 k=0
n n—1 k n 1
P 1 9 P 1— (L)
9) £\97 2 9 1- (1)
2 n 1 n

On remarque que cette formule reste valable pourn = 1, méme si dans ce cas il n’y a qu’un événement
Ey, p, ce qui ne sert pas & grand chose pour le calcul de P(ACY).

2




(d) Le raisonnement est identique a celui de la question mais pour le joueur A.

1. P(Fk’n) = P(ABCk) X PABCk (BCk+1) X PBCk+1(BCk+2) X - X PABCkmBCk_Hm..AmBCnfl(Bcn)
= P(ABCk) X PABCk(BCk+1) X - X PBC,L,l(BCn)

1 2
Pour tout i € [k,n — 1], Ppc,(BCit1) = 3 et Papc, (BCry1) = 3 donc

1 k 9 1 n—k—1
P(Fy,) = (9) X9 % (3>

ii. Fj ., est’événement « Le joueur A est éliminé au k+1¢ affrontement, et les joueurs B et C' sont encore
présents a 'issue du n® », BC), est I’événement « Le joueur A est éliminé avant le n® affrontement »,

n—1 n—1 k n—k—1
2 1 1
par conséquent, BC), U Fy et P(BCy) E P(Fyn) == E <9> X <3>

k=0 k=0

o O 60 -~

Comme précédemment, la formule reste valable pour n = 1.

(e) Le tournoi n’est pas terminé tant qu’il reste au moins deux joueurs, donc U,, = ABC,,UAC,,UBC,,UAB,,,
mais AB,, est I'événement impossible d’aprés la question 2B} donc U,, = ABC,, U AC,, U BC,,.
Ces événements sont 2 a 2 incompatibles donc P(U,,) = P(ABC,,) + P(AC,) + P(BC,)
(0 o) (G-~ () o= ( )
9 9 2 3 9 3 9 9
5. (a) T est 'événement « Les joueurs A et B sont éliminés a I'issue du premier affrontement », car C ne peut

pas étre éliminé si A et B sont encore présents. Donc T) = Cy et P(T}) = 9
(b) T, = U, 1 NU, = U,_1 \ Uy, ( le jeu n'est pas terminé a l'issue du n — 1¢ affrontement mais il l’est a
lissue du n¢). Comme U, C U,_;1 (d’apres la question @), il vient

() P(T,) = P(Un_1) — P(Uy,) = (;)n_l 12 x (n(zl)nl - (;)nl) - <;n)j 12 x ((;)n - (;)nzl
() (5) (9 (G) e (-9) < (5)

6. A gagne le tournoi a 'issue du n° affrontement si B et C' sont éliminés & I'issue de cet affrontement ; donc
Ga(n)=A,\Th-1

(a) C ne pouvant étre éliminé dés le premier tour, G4(1) est Pévénement impossible; | P(G (1)) =0

(b) Comme C ne peut étre éliminé en premier, lorsque A gagne au n® affrontement, B a nécessairement été
éliminé auparavant, donc au plus tard au n — 1¢ affrontement ; ainsi ’événement AC,,_; est réalisé; donc

(Ga(n) = AC, 1N 4, ]

o -« =s+ () (1-6)+ )

o

(¢) Notons G 4 I'événement « A gagne le tournoi » ; G4 = U G a(n) et les événements G 4(n) sont 2 a 2
n=1
incompatibles. Donc P(G4) = Z P GA Z P GA puisque P(GA(l)) =0.

P(Ga) = 42 (3) <1 - (2)n1> = 42 l(;)” - % 8 (;Y—l]

On a une somme de deux séries convergentes (géométriques de raisons % et %) donc

2\ 2 1 2 1 1 1
P(Ga) =4 [(9) X -9 (9 X 9) X 1_(1/9)1 donc P(GA):?

7. (a) En adoptant des notations similaires pour B, on obtient :

Pour la méme raison qu’a la question 6.a, P(GB(l)) =0, puis Gg(n) = BC,,_1 N B, et



P(Gp(n)) = P(BC,_1) x Psc, ., (By) = ((;)”1 - (;)”j x (%)
o] 00 2
Eatin, P(G) = 30 P(Gat) = 3 P@nt) = (5) (i~ (5) 5 % iz

P(Gp) =

| =

(b) Le raisonnement est identique, & ceci pres que P(G¢(1)) n'est pas nul et vaut § (question .
Pour n > 2, Go(n) = (ABC,,—1 N CR) U (AC,—1 NCp) U (BC,r_1 NC) et
P(Gc(n)) = P(ABCy_1) x Pape,_,(Cn) + P(BCy—1) X Pgc,_,(Cn) + P(ACn_1) X Pac,_, (Cr)

“(5) QTG 6) ()

(On remarque que la formule est aussi valable pour n = 1) et finalement

1 1 1 1 12 1 2 1
GC);P(Gc(TL))9><1_(1/9)+(1_(1/3) — 1—(1/9)>X6+9X1—(2/9)9X1_(1/9)
P(Ge) = 2

Remarque : on aurait pu de fagon analogue calculer P(O), la probabilité que le tournoi se termine par Uéli-

mination des 3 joueurs et que donc personne ne gagne :
O, = (AC,,—1 N O,) U(BCy,—1 N Oy) et P(Oy) = P(ACy—1) X Pac, ,(0yn) + P(BCy—1) X Ppc, ,(Oy).

On obtient P(Oy) = 2 x 2n_11(1)n_1 (LY 1—(1)n <L et sdant
n ootien n) = 9 2 9 3 3 6 €l eEN proceaant comme pour

45
336
On constate alors que P(G4) + P(Gp) + P(G¢) + P(O) = 1, c’est a dire la probabilité que le tournoi se
termine (par une victoire ou par l’élimination des 3 protagonistes) est égale & 1, ainsi la probabilité que le
tournoi continue indéfiniment est nulle, ce qui est est confirmé par la question suivante.

A, B et C, on trouve | P(O) =

. Z prend une valeur finie s’il existe n € N* telle que le tournoi se termine a I'issue du n¢ affrontement ; [Z = n]
est ’événement T,,, ces événements sont 2 & 2 incompatibles donc

P(Ej1 ) ZP 001 [2>< <;>n+7x <3>n_16x <;>"]
(i)« (3 i)~ (5 ) -

Sous réserve de convergence, E(Z) = Zn x P([Z =n]) = Z 2n x (;) +7n x (3) —16n x <;> }

—”@ ) {3 i) (2 o)

513 (1-(1/3))° 9 " (1-(2/9))° 9 (1-(1/9)
T2

De méme E(Z%) = Zn x P([Z =n]) = g[%?x (;)n+7n2x (3>Wl—16n2x <;>n]

_<8X 1 >+<14><11 1 > <16><10X 1 ) 3315
19 3 2 3™ 2 3T 72 42
O (1-a/3) o=@ ¥oo(-qpy)’) T
3315 512 714 51
D’aprés le théoréme de Koénig-Huygens, V(Z) = E(Z?) — (E(Z))2 a2 xR Ty EZ g
51
L’écart type est égal a la racine carrée de la variance, o(Z) = 56 ~ 0,95



