Corrigé du devoir maison n° 9

Exercice 1

A Les variables aléatoires Xj sont indépendantes de méme loi de Bernoulli de paramétre p, donc N; suit une loi
binémiale de paramétres n et p.
De méme, les variables aléatoires 1 — X}, sont indépendantes de méme loi de Bernoulli de paramétre ¢, donc No
suit une loi bindémiale de paramétres n et q.

N7 4+ Ns est la variable aléatoire constante égale & n, donc N7 et N» ne sont pas indépendantes.

1. (a) P(Ny=m NN =n)=P(N=n)x Py_y(Ny =ny) =P (N =n) x (")pm g
n1

(b) P(Nl =MNnq mN2:n2) :P(Nl =N QNQ :ngﬂN:nl +Tl2)
= P(N = TL) X PN:n (Nl = nl) X PN:nﬁlenl (NQ = n2)

= P(N =ny +ns) x <n1 +n2)pn1qn2 %1
N

ny + n2)pn1 qn2

P(N1=n1ﬂN2=n2):P(N:n1+n2)><(

2. N Z(\) doncVn e N, P(N=n)=e" %
Soit ny € N, [Ny =nq] = U ([N1 =ni|N[N = n]) = U ([N1 =mn|N[N = n})
neN n>ny

Les événements {[N1 =n| N[N = n]} sont deux a deux incompatibles donc
n=>ni

=

+oo too \ A" n e—Apnl +oo Angn—m
P(Ny=m) =Y P([Ny=m]N[N =n]) = EERANY Mg = .
(Ni=m) =3 P(Mi=m]n[N=n))= Y e (n)p “ o (n— )]
n=ni n=ni n=ni
A n1 t® Nt gi —A n1 —A(l=q) \n1 pm1
On pose j =n — nq, on obtient P(N1 :nl) A - ¢_°¢ »P A e = S
ny! = 4! ny! ny!
. e P (Ap)™
Finalement, P(N1 = nl) =7 donc N7 — Z(Ap) et de fagon analogue, on montre que
ny:
ag A" "
VYng € N,P(Ny =ng) =e "9 — On vérifie enfin que
Nng:
ANt ni + no
V(ni,ne) e N2, P(Ny =ni NNy =ny) = ————x " " x1=P(Ny=n1)xP(Ny=n
(n1oms) € NP (Ny = 0Ny = ) = e 2 (M g (Ny = ma)xP (N = o)
Donc les variables N7 et N sont indépendantes.
EK\P(N, =k —k)\IP(No=n—k !
3. (a) arb s — (I:i )X(n ) (72k n—k) _ _ ’Z —x P(N; = k) x P(Ny =n — k)
p q" (o) pFqn

N; et N5 sont indépendantes, donc

!

g xP([lek}ﬂ[NQ:nfk})

(1) P+

En prenant ny = k (donc ng = n — k) dans la question on obtient

P([N1 =klN[Ny=n-— k:]) =P(N =n)x (Z) p*¢" % x 1, d’ou la formule.

Pn=n(N1=k)

ag bp_ =

. * a . , P . a
(b) Soit n € N*, ¢, = ap b, = a1 b,—1 donc b, = -t bn—1; (by) est une suite géométrique de raison =
ag ao

De méme avec k = n — 1 et k = n, on obtient Vn € N*,| ¢,, = a,, by = an—1 b1, donc (a,) est une suite

P b
géométrique de raison —.
0



b—lx (n—l)!p”lP(len—l) _ph " P(len—l)

(c) Vn € N*, P(N; =n) =

, et on montre par

bo n!p”‘l bo
b \" P(Ny1=0
récurrence sur n, que ¥n € N* P(N1 = n) = (pbl) # :
0 n:
La vérification est immédiate pour n =0 et n = 1.
b \" P(N1=0
Soit m > 1, on suppose que P(N1 = n) = <pbl) y,
0 n:
b P(N; =
P(N1 =n+ 1) AL M et d’aprés 'hypothése de récurrence,
bo n+1
b b\" P(Ni=0 b\ P(N, =0
P(N1:n+1):12>< po1 M: po M

b b
N, — & (p 1), de facon analogue, Ny — & (qa1>7 et par conséquent N — & (pbl + qal)
ag 0 ao

Exercice 2

(a) [I>d=[X>i{N[Y >i], X et Y sont indépendantes donc P (I >1i) =P (X > i) x P(Y > 1)
L’événement [X > i] est « Les i premiéres tentatives sont des échecs. »donc P (X > i) = ¢', de méme
P(Y >i)=q et P(I >i)=q¢*.

(b) PU=i)=PI>i)—P(I>i—1)=¢* —¢* 2 =¢*"Y(1—-¢?, donc I = %(1—¢%).

1 1 1

(a) E(I) = T (théoréme de cours); de plus E(I+S) = E(I)+E(S) = E(X+Y)=EX)+E(Y)=—+-

—4q b p
2 1 P 1 2¢+1

Donc E(S) = - — = _ _ .

B =TT U-9l+g 1-7

(b) IxS=XxY,carsiX>YalorsI =Y et S=X,etlorsque X <Y, I=Xet S=Y.

1 2q+1
cov(l,8) = B(IS) ~ B B(S) = BXY) = =3 % T= 5.
Comme X et Y sont indépendantes, E(XY)=FE(X)x E(Y) = %
p

1 2 1 2
cov(l,S) == — ¢t __ 4

P (1-¢*)? (1-¢%)?
(a) Soient (,d) € N* x N, ([I:i]ﬂ[D:d]) - ([X:i]ﬂ[Y:H—d}) U ([Y:i]ﬂ[X:i—i—d]).
e Si d # 0, cette réunion est disjointe, donc
P([I:z’]ﬂ[D:d]) :P<[X:i]m[Y:i+d]) +P([Y:i]m[X:i+d]>
X et ¥ sont indépendantes done P ([T = i0[D = d]) = P(X = i) x P(Y = i+d)+P(Y =) x P(X = i+d)
P(II=in1D=d) =q " px g™ pt g~ px gt p =gt 2y

e Sid=0, P([I:i]m[Dzo]) =P(X=Y=1])= (qu)2

P(II=in[D=d]) =24 2p?sid £ 0et P([I =i]n[D=0]) = (qi—lp)2

(b) [D=d| = D ([I:i]m[D:d}), done

i=1
o o0
- it -1 _ 249 _2¢%p
¢ Sid#0, P(D=d) =) 22722 =2¢p? Y P20 =22 =
i=1 i=1 1—q 1+q
—1.\? P’ p
e Pourd=0, P(D=0) = (Z_ ) = =
(P=0=2 (") =175 =1,



Remarque : on vérifie que Z P (D = d) =1
d=0

d
VdeN*,P(D:d):?iZetP(D:O):L

) 2% .
(c) Soit (i,d) € N* x N, P(I =i) x P(D =d) = > (1 - ¢%) x ~LL = 9g2i+d=2 2 5 g £ 0 et
— 26-1) (1 _ ;2 p — 9222 i d=0
q (I=q)x o7 =207 p s

Dans tous les cas on a bien V(i,d) € N* x N, P(I =i) x P(D =d) = P([I =4 N[D = d]) donc I et D

sont indépendantes.
(d) I et D sont indépendantes donc cov (I, D) =0 et cov (I,S) =cov (I,D)+cov (I,I) =V (I) (bilinéarité

2

de la covariance), I — 9(1 — q?) donc V(I) = (1(]72)2, on retrouve l'expression obtenue a la question
—q



