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< Loi de Poisson - Loi Géométrique >

|EXERCICE 1 |

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. définies sur un espace probabilisé (€2, A, P), mutuellement indépendantes et suivant
toutes la loi de Bernoulli de parametre p. On pose g =1 — p.
n

A) Pour n € N*  on pose N; = Z X et No = Z(l — X1). Quelles sont les lois de N7 et No 7 Les variables aléatoires
k=1 k=1
N, et Ny sont-elles indépendantes ! ?

B) Dans la suite de l'exercice, on considére N une autre v.a.r. définie sur (Q, A, P), & valeurs dans N, telle que les

variables N, X1, Xo, ..., X, ... soient mutuellement indépendantes. On pose :
N N(w)
N, = ZXk ce qui signifie Yw e Q, Ni(w) = Xk (w)
k=1 k=1
N N (w)
Ny = (1-Xy) ce qui signifie VweQ, Na(w) =Y (1 - Xp(w))
k=1 k=1

avec la convention suivante : si N(w) = 0, alors Ni(w) = Na(w) = 0.
1. (a) Pour (ny,n) € N2, exprimer P (N; =n; NN = n) en fonction de P(N = n).
(b) Pour (n1,n2) € N2, calculer P (N; = ny N Ny = ny) en fonction de P(N = ny + ns).

2. On suppose, dans cette question, que N suit une loi de Poisson de parametre A > 0. Montrer qu’alors N et No
sont indépendantes et préciser leur loi.

3. Réciproquement, on suppose que les variables N; et Ny sont indépendantes et on se propose de déterminer la
loi de N. Pour n € N, on pose :
n!P(Ny =n nlP(Ny =n
anzi( ! ) bnzi( 2 ) ¢n = nlP(N =n)
" q"
(a) Montrer que pour tout k € [0,n], ¢, = agbp_.2

(b) En déduire que (ay)nen et (by)nen sont des suites géométriques. 3

(¢) Conclure quant aux lois de Ny, Ny et N.

|EXERCICE 2|

Soient X et Y deux v.a.r. définies sur un espace probabilisé (2, A, P), indépendantes, suivant toutes les deux la loi
géométrique de parametre p €]0, 1[. On définit I = inf(X,Y) et S =sup(X,Y) .
1. (a) Calculer P(I > i) pour i € N.
(b) En déduire que I suit une loi géométrique de parametre 1 — ¢2.
2. (a) Donner sans calcul la valeur de E(I). En remarquant que I + .S = X +Y, calculer E(S5).
(b) Que vaut I x S? En déduire la valeur de la covariance de I et S.
3. On définit D=5 —1.

1. Regarder N1 + Na.
2. Utiliser la question 1.b. avec n; =k et no =n — k.
3. Ecrire la relation précédente avec k = 0 puis k = 1



