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« Loi de Pareto - Loi gamma ~(p, \) »

On « rappelle » les éléments de cours suivants :

1. Soit f une fonction réelle de variable réelle. On dit que « f est une densité de proba-
bilité » si et seulement si elle satisfait les conditions suivantes :

e [ est définie sur R. e f est une fonction positive. e fj;o f)dt=1

2. Si X est une variable aléatoire définie sur ’espace probabilisé (€2, A, P), on dit que « X
admet pour densité f » si et seulement si sa fonction de répartition F' est définie par :

VeeR, F(z)=P(X <z)= / f(t)dt ou f estune fonction positive définie sur R

« f est alors une densité de probabilité ».

3. Pour toute variable aléatoire X de densité fx, les espérances de X et X? sont notées
respectivement E(X) et E(X?) et définies par :

E(X):/+Ootfx(t)dt et E(X?):/mﬁfx(t)dt
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sous réserve de convergence de chacune de ces intégrales.
La variance de X vaut alors : V(X) = E(X?) — (E(X))?

4. Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur I'espace probabilisé (€2, A, P), on dit
que X et Y sont indépendantes si et seulement si :

V(z,y) eR*, P((X <2]N[X <y])=P(X <2)xP(X <y)

Loi de Pareto

1. La loi v(p, A)

p et A désignent dans cette partie deux réels strictement positifs.
On désigne par I(p, \) lintégrale :1(p, ) = 0+°° NP~ te=A%dy et Pon note I'(p) = I(p, 1).

(a) Montrer que pour tout z, réel strictement positif : 2P~ te™% < P71,
Montrer que pour tout a réel, strictement positif, foa 2P~ tdx converge.
En déduire la convergence de l'intégrale [ WaP~te **dz.

(b) Montrer que pour z suffisamment grand : 0 < 2P~ le ™ < .

“+oo
Montrer que pour tout a réel, strictement positif, / —, converge.
x
a

En déduire la convergence de I'intégrale f:oo NP~ le Ay

u

(c) En effectuant le changement de variable x = {, montrer que I(p,\) = I'(p).



(d) Calculer T'(1) et montrer a ’aide d’une intégration par parties, que I'(p + 1) = pI'(p).
En déduire que pour tout n, entier naturel non nul, I'(n) = (n — 1)!

(e) Soit g la fonction définie sur R par

g(u) =0 siu<0
1
g(u) = —NPuP"le™™ sinon

L(p)

e Montrer que g est une densité de probabilité.
e Soit U une variable aléatoire admettant g pour densité. Vérifier que son espérance et sa
variance valent respectivement : E (U) = £ et Var (U) = 5.

Notation : On dira dans la suite du probléme qu’une telle variable aléatoire U suit la loi y(p, A).

2. Soient € un réel strictement positif et X la variable aléatoire de densité fx définie comme suit :

=0 ir <1
{ Jx(@) | 6t o (loi de Pareto)
52~ 7 sinon

(a) Vérifier que fx est bien une densité de probabilité.
Déterminer la fonction de répartition F'x de la variable X.

(b) Pour quelles valeurs de 6 la variable aléatoire X admet-elle une espérance? Une variance ?
Calculer E (X) et Var (X) lorsque ces valeurs existent.

(c) Soit Y = In(X). On admettra que Y est une variable aléatoire dont la fonction de répartition
est notée Fy-.

e Déterminer en fonction de 6 I'expression de Fy .
e En déduire que Y est une variable & densité. Donner une densité fy de Y.
e En déduire I'espérance et la variance de Y.

3. On admettra le résultat de cours suivant :

Pour tout couple (U, V') de variables aléatoires indépendantes de densités
respectives fy et fy la variable W = U 4V admet une densité fy définie

par :
—+00

VweR, fw(w)= fo(w —1t)fy(t)dt

(a) Vérifier que, si U et V sont a valeurs positives, alors :
weR fwlw)= [ fulw -t
0

(b) Soient Yy, Ys, -+, Y, n variables aléatoires mutuellement indépendantes toutes distri-
buées selon la méme loi y(1,X) ou A = 5 et § > 0.
Déterminer une densité de la somme Y; + Y5.

Plus généralement, montrer qu'une densité de la variable aléatoire S, =Y, + Yo+ --- 4+ Y,
est :
Snfl s 0 0
n(8) = ————e" 9 our s > et O sinon.

Quelle est la loi suivie par S, ?



