Mathématiques - 2 BCPST 1&2 - Lycée Michel Montaigne

Correction du DM N°3

« Récursivité - Estimation biaisée - EDL d’ordre 3 a coefficients constants »

Devinette

— E(X E(X E(X E(X
1. Par linéarité de I’espérance, E(X) = (Xy) + E( 2)1 (Xs) + B (Xa) =m

Les variables X7, X5, X3, X4 sont mutuellement indépendantes, donc
— V(X)) +V(Xe)+V(X3)+V(Xy) 072

Vix)= 16 T
2
EX)=m, V(X)="
d X1+ Xo+ X3+ X 3 1 1 1
2. e M =X X=X - T = 0K Xy - o X X

e E(Ay)=E(X1)— E(X) =0 (par linéarité de I'espérance) et

9 1 1 1 T _
V(A) = 16 V(X1) + 16 V(X2) + 16 V(X3) + 15 V(Xy) = yid (indépendance des Xj).

e V(A) =E(A}) - E(A)? = 202 — 0, donc

E(A)) =0, V(Al):%azzE(Af)

3. Les calculs pour les variables A3, A3 et A% sont analogues & ceux de A? et 'on a

E(83) =B (a}) =B (a7) = 5o

4. Enfin par linéarité de 'espérance, E (V) = i(E (A +E(A3) +E(A}) +E (Ai)) = 202

Probléme

1. (a) La dérivée d’une fonction de classe € sur R existe et est de classe € sur R, donc Vf € E, D(f) € E.
Soient (a, 3) € R? et soient f et g deux fonctions de F, alors :
D(af+Bg)=(af+B89) =af +89 =aD(f)+8D(g);donc D est linéaire, de E vers E. D € £ (E).

(b) Soit f € Ker D, Vt € R, f'(t) = 0 donc f est constante sur R.
Réciproquement, toute fonction constante appartient & Ker D. Donc Ker D = Vect (1).

Montrons & présent que D est surjective : en effet, toute fonction f de F est continue (puisque de classe
%> ) donc admet des primitives sur R. Soit F' 'une d’entre elles; on a bien D(F') = f, donc f € Im (D).

2.(a) Vt eR, a fi(t) + b fa(t) + ¢ f5(t) =
En particulier pour t=0:a+c¢c=0

27 2z _m .
pourt = —:ev3a+e V3c=0,en résolvant ce sytéme, on obtient a = ¢ = 0.

V3

Reste a prendre une valeur de t telle que sin ( ) # 0, par exemple t = 1, pour en déduire b =

(VteR, a fr(t)+b falt )+cf3()—0) — (a=b=c=0)donc (af1+bf2+cf3:0) — (a=b=c=0)
la famille (f1, f2, f3) est libre.

(b) A l'ordre 2 au voisinage de 0, on peut écrire :
e =1+t+5 +0(t2), et =1—L+L 4o(12), cos(tf) —1— 32 4 o(2) et sin (%) = 18 4 o(12)

Done a fi(t) +b fo(t) + c fs(t) =a+c+ (a+ 242 — §)t+ (§ — B — £) 2 + o(t?).
Par unicité du développement limité au vmsmage d’un point, on obtlent le systéme :

a+ c=0
ot~ 5=0
% — b4£ ﬁ =0 La résolution donne encore a = b =c¢ = 0.

(¢) Lorsque t — 400, f1 tend vers +oo, fo et f3 sont bornées, en effet :
Vvt € RT, ‘e 2sm(t‘f>‘ em2 <1, et ‘e 2 cos (t\[)‘ <e 7 < 1.
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Sia # 0775 113_{1 a fi(t) + b fa(t) + ¢ f3(t) = +oo selon le signe de a; donc a = 0. On résout ensuite
)

YVt € R, bfa(t) + ¢ f3(t) = 0, puis en prenant des valeurs particuliéres de ¢ (0 et f par exemple) on
retrouve b = ¢ = 0.

. G =Vect (f1, f2, f3) donc dim (G) < 3. On a montré précédemment (question que la famille (f1, f2, f3)

est libre ; par construction elle engendre G, c’est donc une base de G et dim (G) = 3.

.Vt € R, fit) = f5(t) = e‘£<—%81n(t‘f) + \/gcos( \2/5)) et fi(t) = —e—%(% cos(%) +

2
-5 sm( )) Donc D(f1) = f1, D(f2) = —5 f2+ éfg et D(f3) = —1f3 - ?Jg

A1n51 D(f1) € G, D(f2) € Get D(f3) € G; par hnearlte de D, Vf € G, D(f) eqG.

1 0 0
. D’aprés les calculs de la question précédente, M = | 0 _71 _T\/g
0 3 =L
2 2
M3 = I.
M x M? = M? x M = I3 donc M est inversible d’inverse M?2.
. M est une matrice associée a ZA), M est inversible, donc D est bijectif, c’est un automorphisme de G.
. M~ est associée a (D)~!, or M~ = M? donc (D)~! = Do D.

Partie II : Résolution d’une équation différentielle d’ordre 3

. Soit f une solution de (£), on démontre Vn € N, f est de classe 2™ par récurrence sur n.

Initialisation : par hypothése, f est de classe 22, donc la propriété est vérifiée pour n < 3.

Soit n > 3, on suppose que f est de classe 2™ ; comme f = f, on en déduit que f”, est de classe 2", donc
f(+3) existe f est donc de classe 2"13 donc a fortiori de classe 2™

. Soit f une solution polynémiale, supposons f non nulle; le degré de f”/ est alors strictement inférieur a

celui de f donc on ne peut pas avoir f”/ = f. Par conséquent, la seule solution polynémiale est la fonction
nulle.

. On a prouvé a la partie précédente que D3 = idg, donc Vf € G, D3(f) = 33(]”) = f. Ainsi f € Ker (T)

donc G C Ker (7).

. (a) D’aprés la question g est dérivable. ¢ = f + f" + f' = f+ f + f' puisque f” = f; donc ¢’ = g.

(b) (&') est une équation différentielle d’ordre 1 & coefficients constants, les solutions sont les fonctions de la

forme : x — Ae® ol A est une constante réelle quelconque.
(c) y// +9' +y = 0 est une équation différentielle d’ordre 2 & coefﬁcients constants, I’équation caractéristique
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associée est : X2+ X 4+ 1 = 0 dont les solutions sont eF = —5 +1 f ete” 3 = —% —1 @

Les solutions sont donc les fonctions de la forme ¢ — A e~ 2 cos (t ‘[) + Be % sin (t ‘[) ol A et B sont
des constantes réelles quelconques.

L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2, dont une base est la famille (f1, f2), f1
et fo étant les fonctions définies en préambule du probléme.

(d) Une solution particuliére de y” +y +y=Net est t 5 . L’ensemble des solutions de cette équation
différentielle est donc ’ensemble des fonctions de la forme t Ae 2 cos (f ‘[) +Be % sin (t f) +
avec (A, B) € R?,

(e) Soit donc f € Ker (T), f + f'+ f est solution de (£’), donc de la forme t — e’ ; ainsi
fe€Ker (T)=3NeER/f +f +[f=Ae; donc EJ(A,B) € R? tels que :

f it Ae 3 cos (tf) —|—Be"sm<t‘f)
Finalement, f € Ker (T) = f € G, et par suite Ker (T) =G.
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