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< Aléa Géométrique N - Maximum de N variables aléatoires Exponentielles indépendantes. >

Dans cet exercice, a et b sont deux réels positifs et s un réel strictement compris entre 0 et 1.
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(b) Calculer J (on pourra commencer par calculer a J).
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1. (a) Etablir la convergence de l'intégrale J = /
0

On considere une suite de variables aléatoires (Yj)x~o définies sur un espace probabilisé (2, .7, P),
indépendantes, suivant une méme loi exponentielle de parametre b. On considere également une
variable aléatoire N définie sur ce méme espace probabilisé, indépendante des Y}, suivant une
loi géométrique de parametre s et de support N*. On admet que Z = max(Y7,...,Yy) est une
variable aléatoire a densité.
On rappelle que si w € €2, alors Z(w) est le plus grand des réels Y1(w), ..., V() (w).

2. Soit j un entier strictement positif et ¢ un réel positif.
Calculer la probabilité conditionnelle Py—;(Z < t).

3. (a) En déduire la fonction de répartition de la variable aléatoire Z.
(b) Déterminer une densité de Z.
—Ins
b(l—s)
t exp(—t)
1 exp(—t)
(a) Montrer que la fonction g est continue et bornée sur [0, +o00].

4. Montrer que Z admet une espérance et que E(Z) =

5. Soit g la fonction définie sur [0, 4o00[ par g(0) =1 et g(t) = sit>0.

(b) Etablir pour tout ¢ > 0 et tout n € N I’égalité suivante :

g(t) =g(t) exp (— (n+1)t) + > texp(— (k+1)t)
k=0

[e.e]
6. Justifier, pour tout entier naturel k, la convergence de l'intégrale / t exp ( —(k+1) t) dt et la
0

calculer.
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7. Montrer alors que l'intégrale / g(t) dt est convergente et égale a Z 7z
0
k=1
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8. On admet que la somme de cette série est égale a ra
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c’est a dire / s ds) est égale a
0o b(1—s)
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Montrer que la valeur moyenne de E(Z) sur |0, 1]
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