


Re~olu tion de problÃ 
0 Une justification 
On considÃ¨r deux entiersp et q premiers, un entier naturel c premier avec n = (p - 1) (q - 1). 
Pour a entier naturel, on pose b =. ac (mod pq). 

1. a. Montrer que l'Ã©quatio ex- ny = 1 aux inconnues entiÃ¨re x et y admet des solutions et que si (xo ; yo) est l'une 
d'elles, les autres sont (x,, + kn ;yo + kc), k Z. 
b. En dÃ©duir qu'il existe un unique entier d tel que 0 d<  n et cd = 1 (mod n). 

2. On suppose que a n'est divisible ni par p ni par q et on admet que ap-' = 1 (p) et aq-' = 1 (q) (Petit thÃ©orÃ¨ de 
Fermat : voir exercice 103 page 1 1 1). 
Montrer que a(P-l)(q-l) = 1 (mod p) et a ( p - l ) ( q - l )  = 1 (mod q). En dÃ©duir que a(P-l)(q-l) = 1 (mod pq). 
b. En dÃ©duir que pour tout entier k = 1 + mn, ak =: a (mod pq). 

l 3. Des questions 1 .b. et 2.b. dÃ©duir que a = bd (mod pq). 

entier n'est pas premier, ma 

La machine de Carissan 
Pierre et EugÃ¨n Carissan s'in 
machine. En 1919 EugÃ¨n achÃ¨v la construction d'une machine dite 
machine Ã congruences (photo ci-contre). Cette machine permet de 
factoriser des nombres de treize chiffres en moins de 18 minutes, alors 
que les calculs Ã la main demanderaient plusieurs jours de travail. Elle ~ 
permettra la rÃ©solutio de plusieurs problÃ¨me de thÃ©ori des nombres. 
Un exemplaire de la machine se trouve au Conservatoire National des 
Arts et   Ã©tier Ã Paris et fonctionne toujours ! 

La sÃ©curit du RSA aujourd'hui . . . 
Si la recherche pour trouver des algorithmes de factorisation est trÃ¨ 
active, les meilleures mÃ©thode actuelles de factorisations sont trÃ¨ 
sophistiquÃ©es difficiles Ã mettre en Å“uvr et surtout trÃ¨ coÃ»teuse 
en temps ! 
En 1978, on estimait par exemple le temps nÃ©cessair pour factoriser 
un nombre de 100 chiffres Ã 74 annÃ©e ! Autant dire que lors de l'inven- 
tion du systÃ¨m de cryptographie RSA (en 1976), utiliser des nombres 
entre 100 et 200 chiffres paraissait une garantie suffisante de sÃ©curitÃ© . 
Aujourd'hui, la factorisation des nombres Ã 100 chiffres est facilem 
accomplie avec le matÃ©rie et les algorithmes dont on dispose mais 1 
nombres de plus de 200 chiffres rÃ©sisten encore en gÃ©nÃ©ra 
Dans le cadre du systÃ¨m RSA, la derniÃ¨r factorisation concerne le 
sous la forme d'un produit de 2 nombres premiers ayant chacun 116 chiffres. 
RSA768= 334780716989568987860441698482126908177047949837137685689 
52531743087737814467999489~ 
367460436667995904282446337996279526322791581643430876426760322838 
70092798736308917 
Le RSA792 utilise un produit pq qui s'Ã©cri avec 239 chiffres et le RSA1024 un produit d 
Le Ã nombre monstre Ã RSA2048 a encore de beaux jours devant lui, enfin peut-Ãªtre. . 
La menace de l'ordinateur quantique 
Les systÃ¨me asymÃ©trique actuels sont pot 
lorsque celui-ci sera opÃ©rationnel Des systÃ¨me Ã post quantiques Ã sont actuellement mis au point et la recherche est 
particuliÃ¨remen active dans ce domaine. 

Chapitre 3. PGCD, thÃ©orÃ¨ de BÃ©zout thÃ©orÃ¨ de Gauss 099 


