Terminale S4 — corrigé du devoir a la maison n°7

EXERCICE 1 - étude d’une suite définie par une intégrale (n° 102 page 183)

1.

f(x) =xe*4+e*—Tlavecx € R

a.

Variations de f

La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = —xe ™.

Comme e ™™ > 0 pour tout réel x, le signe de f'(x) est celui de —x, ainsi f est strictement
croissante sur ]—oo ; 0] et strictement décroissante sur [0 ; +ool.

Remarque : en posant y = —x on peut démontrer que . Erpoo f(x) = —oo et X1_1&100 f(x) =—1.

Signe de la fonction f
D’apres les variations de f, la fonction f possede un maximum sur R en 0 égal a f(0) = 0,
donc f < OsurR.

g(x) = Xe avecx € ]0; oo

Variations de g
f'(x)
x2
Comme f’(x) < 0 pour tout réel x > 0, g’ < 0 sur |0 ; +oo[ donc la fonction g est strictement
décroissante sur ]0 ; +oof.

La fonction g est dérivable sur ]0 ; +oo[ et pour tout réel x > 0, g'(x) =

Signe de g
Pour tout réel x > 0, —x < 0 donc e * < e” car la fonction exponentielle est strictement
croissante sur R, ainsie ™ < 1donc1—e* > 0.

T—e™

X

0

> 0.

Dong, pour tout réel x > 0, g(x) =

n+1
Jn = J g(x)dx, n étant un entier naturel non nul
n

a.

Comparaison de g(n), g(x) et g(n+ 1) pourn < x <n+1

La fonction g est strictement décroissante sur ]0; +oo[ donc, si 0 < n < x < n+ 1, alors
g(n+1) < g(x) < gn).

Encadrement de |y,

n+1

D’apres la question précédente, gn+1)dx < J g(x)dx < J g(n)dx,carn < n+1,
n

n+1

dx < Jn < g(n)J dx.

n

soit, g(n + 1)J

n

n+1
Orj dx=(n+1)—n=1,donc, gin+1) < J, < g(n).

n
Sens de variation de (] )

Pour tout entier naturel nnonnul,onag(n+1) < J, < gn)etgn+2) < Jh1 < gn+1)
donc, par transitivité, g(n + 2) < Jn1 < gn+1) < J < g(n) soit Ju1 < Jn.
La suite (], ) est décroissante.

Convergence de (Jn)
n+1
Comme g > Osur]0; +oo[,]n:J g(x)dx > 0.
n
La suite (] ) est décroissante et minorée (par 0), donc la suite (J,,) converge.
o

1-e =—(1—e™).
n

Onag(n) =




1
lim e™=0donc lim (1—e™)=1etcomme lim — =0alors lim g(n)=0.
n—-+oo n—-+oo n—+o0o M n—-+4oo

Onadoncg(n+1) < Jn < g(n), nEToo gn)=0et n1_i>r+noo g(n+1) =0, d’apres le théoreme

«des gendarmes », la suite (], ) converge vers 0.

EXERCICE 2 - étude d’une fonction définie par une intégrale

X ot
F(x):J t—zdtavecer:}O; +oo|
1

1. Dérivée de £ N

. e” . N o ey
La fonction x —— f(x) = — étant continue sur I, elle possede des primitives sur I et F est la

primitive de f sur I qui s’annule en 1.

Ainsi, F est dérivable sur I et pour tout x > 0, F/(x) = f(x) = —.

2. Variations et signe de F sur 1
Pour toutx € I, e¥ > 0 et x2 > 0 donc F/ > 0 sur [, ainsi, F est strictement croissante sur I.
Comme F(1) =0,ona:

F(x) >0 pour x > 1
F(x) =0 pour x =1
F(x) <0 pour 0 <x <1

3. a. Premiere inégalité sur la fonction f

Pour t > 0, comme la fonction exponentielle est strictement croissante, e* > e soit e* > 1.
t
e 1
Or t? > 0 pour t > 0 donc o) > 2 pour tout réel t > 0.
1
—dt

b. Calcul deJ 5
t

1
* 17 1

Pour tout x € I, —zdt =|—| =1——.

c. Inégalité sur la fonction F pour x € 10 ; 1]
Ona e—t > l our tout réel t > 0 donc r e—tdt < r ldt car x < 1,ainsi, F(x) < 1— l our

_tz/tzp ]tz \]tz x !/ 7 X Xp

toutréel x €10 ; 1].

d. Limitede Fen 0O

1 1 1
lim — = +o00 (car x > 0) donc lim <1 — ) = —oo et comme F(x) < 1 — —, d’apres un
x—0 X x—0 X X
théoreme de comparaison, lirré F(x) = —c0
X—>

4. a. Deuxieme inégalité sur la fonction f

) 1 1 . 1 .
Six>Tlette[l;x]alors1 <t < xdonc a > 2 car la fonction x —— 2 est strictement
décroissante sur ]0 ; +oof .

t t
e e
Or e' > 0 pour tout réel t donc ) > — pour tout réel x > 1 et tout réel t € [1; xJ.
X
b. Inégalité sur la fonction F pour x € [1; +ool
et et X et X et 1 X
Commex > 1,81 5 > — alorsJ —zdt > J —Zdt donc F(x) > ZJ etdt.
t X 1 t 1 X xX= Jq
eX—e

x2

WV

X X
Or J etdt = [etL = ¢* — e, donc, pour tout réel x > 1, F(x)
1

c. Limite de F en +o0

._er . 1 . ) e* 1
Comme lim — =+4ocet lim — =0alors lim F(x)= lim [ 5 —eXx — | = +oo.
X—+400 xz X—+400 xz X—-+00 X—+00 xz xz



