ARITHMETIQUE : le théorème de BEZOUT  et l’infinitude des nombres premiers                                              

1) Egalité de BEZOUT :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et D leur pgcd 
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. Alors, il existe deux entiers relatifs u et v tels que 
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Mots-Clefs : divisibilité, division euclidienne, pgcd  

Démonstration :

Soit E l’ensemble des entiers naturels positifs de la forme : 
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1)  Cet ensemble existe car |a| appartient à cet ensemble ( si a est positif, m=1 et n=0, si a est négatif, m=-1 et n=0 ). Toute partie de N admet un plus petit élément : soit d ce plus petit élément (attention, cette petite affirmation est fausse dans Q et dans R….). Il existe donc u et v entiers relatifs tels que  
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De plus D divise a et b donc 
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 et donc D divise d. Par suite 
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2) Montrons maintenant que d divise a et b :

la division euclidienne de a par d s’écrit :
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On en déduit que 
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( d est dans E )

Ceci montre que r appartient à E. Or d est le plus petit élément de E, donc r=0 et par suite d divise a

De la même manière, on montre que d divise b ( on fait la division euclidienne de b par d ).

Au total, d divise a, d divise b, donc d est un diviseur commun à a et b supérieur ou égal au pgcd. D’après la définition du pgcd , d=D

CONSEQUENCES :

Théorème  de BEZOUT :
1)       a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que 
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Equation diophantienne

2)    L’équation  
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   a , b et d sont entiers relatifs admet des solutions entières en x et y  si et seulement le pgcd de a et b divise d 

2) L’infinité  des nombres premiers:

L’ensembles des nombres premiers est infini

Démonstration : Par l'absurde et par disjonction des cas 

Supposons que l'ensemble P des nombres premiers est fini et de cardinal n 
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    Soit alors Q=2×3×5×7....×pn +1 

    Si Q est premier, alors Q est supérieur à tous les n nombres premiers et on a une contradiction.

    Si Q n'est pas premier,  Q est composé et Q=q×N1 où q est premier ; Mais Q est congru à 1 modulo tous les nombres premiers. Donc q est un nombre premier différent de tout élément de P et donc supérieur à p.

Dans tous les cas, il y a une contradiction et donc l’hypothèse de départ était fausse. D’où l’on déduit que l’ensemble des nombres premiers est infini.

Pour ceux qui souhaitent une autre démonstration, pensez aux nombres de Fermat qui sont tous premiers entre eux. A chaque nombre de Fermat, on peut associer un nombre premier, et comme il y a une infinité de nombres de Fermat, il y a une infinité de nombres premiers.

Amusant : n² -n + 41 est premier pour 0( n ( 40



n² - 79n + 1601  est premier pour 0( n ( 79

D’où l’importance du raisonnement par récurrence……

Un américain a déterminé un polynôme de degré 25 à 26 inconnues dont toutes les valeurs positives correspondent précisément à l’ensemble des nombres premiers. Mais bon. Ils ont aussi inventé le hamburger ( les américains ) qui lui non plus ne sert pas à grand chose….

En cas de problème, d’erreur ou de suggestions écrire à :
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