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Insertion  Format
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ted error occured when running the game.
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® char

® int




® char

e int




® char

e int 2147483647 + 1 = -2147483648...




® char

e int 2147483647 + 1 = -2147483648...




® char

e int 2147483647 + 1 = -2147483648...

e short




® char

e int 2147483647 + 1 = -2147483648...

e short




® char

e int 2147483647 + 1 = -2147483648...

o short long




e char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single



® char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double



® char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double

e long double



e char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double

o long double

* 3



e char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double

o long double

® 3



e char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double

o long double

e 3



e char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double

o long double

e 330



e char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double

o long double

e 33.03.0000



e char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double

o long double

3 3.0 3.0000 3.0e0 =



e char

® int 2147483647 + 1 = -2147483648...
o short long

e float

® single

e double

o long double

e 3 3.0 3.0000 3.0e0 0.3e1



*Main> 3 * 0.1




*Main> 3 * 0.1
0.30000000000000004




*Main> 3 * 0.1
0.30000000000000004
*Main> sum $ take 10000000 $ repeat 0.1




*Main> 3 * 0.1

0.30000000000000004

*Main> sum $ take 10000000 $ repeat 0.1
999999.9998389754




LES NOMBRES REELS
N'EXISTENT PAS.



LES NOMBRES REELS
N'EXISTENT PAS.

TOUT CE QUE VOUS AVEZ VU

AU LYCEE N'EST
QU’ILLUSION'!



€ prambule 4 Réels, arrondis et flottants

a La norme IEEE 754 5 Que la force de l'erreur soit avec vous
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v=(-1)°xmx2f




v=(-1)°xmx2f

® binary32



v=(-1)°xmx2f

® binary32 )



v=(-1)°xmx2f

® binary32 (#E,#m) = (8,24)



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64 (#E,#m) = (11,53).



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64 (#E,#m) = (11,53).
e toy/



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64 (#E,#m) = (11,53).
e toy/ o



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64 (#E,#m) = (11,53).
o toy? (HE,#m) = (3,4),



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64 (#E,#m) = (11,53).
o toy/ (#E,#m)=(3,4).

® toy8



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64 (#E,#m) = (11,53).
o toy/ (#E,#m)=(3,4).

® toy8



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64 (#E,#m) = (11,53).
o toy/ (#E,#m)=(3,4).

® toy8 (#E,#m) = (3,5).



v=(-1)*xmx2F

® binary32 (#E,#m) = (8,24)
® binary64 (#E,#m) = (11,53).
o toy/ (#E,#m)=(3,4).

® toy8 (#E,#m) = (3,5).



v =0,01007 x2°
v=0,1007 x271
v=1,001 x272

1<m<?2



v =0,01007 x2°
v=0,1007 x27!
v=1,001 x272

1<m<?2

m=1f



v =0,01007 x2°
v=0,1007 x27!
v=1,001 x272

1<m<?2

m=1,f



On peut également gagner de la place en ne stockant pas le signe de
lexposant : il suffit de le translater de =~



On peut également gagner de la place en ne stockant pas le signe de
l'exposant : il suffit de le translater de 2F#E)-1 _ 1..POURQUOI?



On peut également gagner de la place en ne stockant pas le signe de
l'exposant : il suffit de le translater de 2(#E)-1_ 1 _POURQUOI?

e=E+2@#E)-1_1q



On peut également gagner de la place en ne stockant pas le signe de
l'exposant : il suffit de le translater de 2(#E)-1_ 1 _POURQUOI?

e= E+2#E)1_q



0,7510 en toy8.

3
0,7510 = 2—20 =11, x272=1,1000, x 27!
10



0,7510 en toy8.

0,7510 = Z% =11, x272=1,1000, x 27!

10

67(2371*1):E



0,7510 en toy8.

3
0,7510 = 2% =11, x272=1,1000, x 27!
10

e-(2*1'-1)=E



0,7510 en toy8.

3
0,7510 = 2% =11, x272=1,1000, x 27!

10

e-(2*1-1)=E=-1 - 1 o 10



0,7510 en toy8.

3
0,7510 = 2% =11, x272=1,1000, x 27!
10

e-(21-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1 bit) || e (3 bits) f (4 bits)




0,7510 en toy8.

3
0,7510 = 2% =11, x272=1,1000, x 27!
10

e-(21-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 o/1/0]l1]0]0]0




0,7510 en toy8.

3
0,7510 = 2% =11, x272=1,1000, x 27!
10

e-(21-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 o/1/0]l1]0]0]0

Soit 0000101000



0,7510 en toy8.

3
0,7510 = 2% =11, x272=1,1000, x 27!
10

e-(21-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 o/1/0]l1]0]0]0

Soit 0600101000 stocké en mémoire sous forme hexadécimale : 0x28



0,7510 en toyéb.

0, 7510 = Z% =11, x272=1,1000, x 27
1

0

e-(21T-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 o/1/0]l1]0]0]0

1000 8



0,7510 en toyéb.

0, 7510 = Z% =11, x272=1,1000, x 27
1

0

e-(21T-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 o/1/0]l1]0]0]0

Soit 0000101000 8



0,7510 en toyéb.

0, 7510 = Z% =11, x272=1,1000, x 27

10

e-(21T-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 o/1/0]l1]0]0]0

Soit 000101000 stocké en mémoire sous forme hexadécimale : 0x28



0,7510 en toyéb.

0, 7510 = Z% =11, x272=1,1000, x 271
1

0

e-(21T-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 ol1loll1]o]o]o0

1000 8



0,7510 en toyéb.

0, 7510 = Z% =11, x272=1,1000, x 271
1

0

e-(21T-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 ol1loll1]o]o]o0

Soit 0000101000 8



0,7510 en toyéb.

0, 7510 = Z% =11, x272=1,1000, x 271

10

e-(21T-1)=E=-1ve=-1+3=2=10,

s (1bit) || e (3bits) | £ (4 bits)
0 ol1loll1]o]o]o0

Soit 000101000 stocké en mémoire sous forme hexadécimale : 0x28



Et en binary327?
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2#E 1

€max =

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux




Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux




€max = 2#E -1

e=E+2#E)1_q

toy/,

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux




€max = 2#E -1

e=E+2#E)1_q

toy7,

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux




€max = 2#E -1

e=E+2#E)1_q
toy/#E=3,

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux



€max = 2#E -1

e=E+2#B)1_q
toy/#E =3, enin =000, -~ 00

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux



€max = 2#E -1

e=E+2#B)1_q
toy7,#E = 3, emin = 000, €max = 111 = 1000 - 1

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux



emax = 27 E — 1

e=E+2#B)1_q
toy7,#E = 3, emin = 000, €max = 111 = 1000 - 1

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux

Emin = (emin —2#E)-1 1) +1



emax = 27 E — 1

e=E+2#B)1_q
toy7,#E = 3, emin = 000, €max = 111 = 1000 - 1

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux

Emin=(emin—2(#E)_1+1)+1:0723 li141=-2



emax = 27 E — 1

e=E+2#B)1_q
toy7,#E = 3, emin = 000, €max = 111 = 1000 - 1

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux

Emin = (emin _p(#E)-1 +1) +1=0-231414+1=-2

Emax . (emax . 2(~‘E)71 + 1) -1



€max = 2#E -1

e=E+2#B)1_q
toy7,#E = 3, emin = 000, €max = 111 = 1000 - 1

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux

Emin = (emin _p(#E)-1 +1) +1=0-231414+1=-2

Emax=(emax—2(#5)‘1+1)—1:(2371)723*1+171:774+171:3



emax = 27 E — 1

e=E+2#B)1_q
toy7,#E = 3, emin = 000, €max = 111 = 1000 - 1

Les valeurs extrémes de E sont réservées pour des cas spéciaux

Em;,,=(emin—z(#f)‘1+1)+1=0-23—1+1+1=—2
Emax=(emax—2(#5)‘1+1)—1=(23—1)—23—1+1-1=7—4+1—1=3



® zéro sous forme normale?

® 0.000..0011 %20 =1.1x2"(#E+1) 7
w_/
#E




® zéro sous forme normale?
® 0.000...0011 x 20 = 1.1 x 2-(#E+1) 7

———
HE



® zéro sous forme normale?

® 0.000..0011x 20 = 1.1 x 2-(#E+D) 7
N——
#E

Sous-normaux



® zéro sous forme normale?

® 0.000..0011x 20 = 1.1 x 2-(#E+D) 7
N——
#E

Sous-normaux.



® zéro sous forme normale?

® 0.000..0011x 20 = 1.1 x 2-(#E+D) 7
N——
#E

Sous-normaux...en TD



s (1 bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)
0 olojofojo]o
s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)
1 ololofojolo




s (1 bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)
0 ololollo|o]o
s (1 bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)
1 ololollo|o]o




*Main> let x = 1 / 1e500




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x
0.0




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x

0.0

*Main> x ==




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x

0.0

*Main> x ==

True

*Main> let y = -1 / 1e500




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x

0.0

*Main> x ==

True

*Main> let y = -1 / 1e500
*Main> y




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x

0.0

*Main> x ==

True

*Main> let y = -1 / 1e500
*Main> y

-0.0




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x

0.0

*Main> x ==

True

*Main> let y = -1 / 1e500
*Main> y

-0.0

*Main> y ==




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x

0.0

*Main> x ==

True

*Main> let y = -1 / 1e500
*Main> y

-0.0

*Main> y ==

True




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x

0.0

*Main> x ==

True

*Main> let y = -1 / 1e500
*Main> y

-0.0

*Main> y == 0

True

*Main> x == y




*Main> let x = 1 / 1e500
*Main> x

0.0

*Main> x ==

True

*Main> let y = -1 / 1e500
*Main> y

-0.0

*Main> y == 0

True

*Main> x == y

True




x=1x23

N'=(1,111x2%)"" ~1,010 x 22




x=1x23 y:1,1x23

N'=(1,111x2%)"" ~1,010 x 22




x=1x2> y=1,1x23

toy/

N'=(1,111x2%)"" ~1,010 x 22




x=1x2> y=1,1x23
toy/

1,111 x 2% ?

N'=(1,111x2%)"" ~1,010 x 22




x=1x23 y=1,1><23

toy/
1,111 x2%?
s (1 bit) || e (3 bits) || f (3 bits)
0 10111 [1]1
N=(1,111x2%)"" ~ 1,010 x 2




x=1x23 y=1,1><23
toy/

1,111 x2%?

s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)
0 AEREN ERERE

x2=1,111x2%




x=1x23 y=1,1><23
toy/

1,111 x2%?

s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)
0 AEREN ERERE

2
2

1,111 x 24
1,111 x 24

X
Yy




x=1x23 y=1,1><23
toy/

1,111 x2%?

s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)




x=1x23 y=1,1><23
toy/

1,111 x2%?

s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)

0 1110111111
x> =1,111x2*
y=1111x24
x?+y?=1,111x2*



x=1x23 y=1,1><23
toy/

1,111 x2%?

s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)

0 1110111111
x> =1,111x2*
y=1111x24
x?+y?=1,111x2*



x=1x23 y=1,1><23
toy/

1,111 x2%?

s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)

0 1110111111
x> =1,111x2*
y=1111x24
x?+y?=1,111x2*



+00

s (1 bit) || e (3 bits) || (3 bits)
0 11101]0]olo0
s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)
1 111/1]o0]0]o0




+00

s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)

s (1 bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)

€=emax et f =0



+00

s (1bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)

s (1 bit) || e (3 bits) || £ (3 bits)

€=éemnax et F=0



*Main> 1 + 1e500




*Main> 1 + 1e500
Infinity




*Main> 1 + 1e500
Infinity
*Main> let x = 1e500




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x

Infinity




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x

Infinity

*Main> 1 + x




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x

Infinity

*Main> 1 + x
Infinity




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x

Infinity

*Main> 1 + x
Infinity

*Main> xA3




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x

Infinity

*Main> 1 + x
Infinity

*Main> xA3

Infinity




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x

Infinity

*Main> 1 + x
Infinity

*Main> xA3

Infinity

*Main> 1 / x




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x
Infinity

*Main> 1 + x
Infinity

*Main> xA3
Infinity

*Main> 1 / x
0.0




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x
Infinity

*Main> 1 + x
Infinity

*Main> xA3
Infinity

*Main> 1 / x
0.0

*Main> 4 - x




*Main> 1 + 1e500
Infinity

*Main> let x = 1e500
*Main> x
Infinity

*Main> 1 + x
Infinity

*Main> xA3
Infinity

*Main> 1 / x
0.0

*Main> 4 - x
-Infinity




lim x°-x

X—>+00




im x°—-x
X—>+00

*Main> xA2 - x




lim x°-x
X—>+00

*Main> xA2 - x
NaN




,.-‘i-’F Ao :

s ) ,-...‘.l
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*Main> let x = 1e500
*Main> x - X

NaN

*Main> x / X

NaN

*Main> sqrt(-1)

NaN

*Main> 0 / 0

NaN




-- Bizarre ?

*Main> x - X

NaN

*Main> X - X ==X - X
False

*Main> xA2 - x

NaN

*Main> x * (x - 1)
Infinity




65/ 140



windows 98 Update Wizard

S

¥ Printer Wizard =] B3
d incre it

 than that.
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*Main> let x = 1e500
*Main> xA2 - x
NaN




*Main> let x = 1e500
*Main> xA2 - x
NaN

*Main> x*(x - 1)
Infinity




*Main> let x = 1e500
*Main> xA2 - x
NaN

*Main> x*(x - 1)
Infinity

*Main> x - X

NaN

*Main> X - X == X - X
False




In [53]: x = le-500

In [54]: x
Out[54]: 0.0

In [55]: x / x

ZeroDivisionError Traceback (most recent call
last)

<ipython-input-55-£fd52a7£8b5£f1> in <module>()

-——-——>1x/x

ZeroDivisionError: float division by zero

In [56]: sqrt(-1.0)

ValueError Traceback (most recent call
last)

<ipython-input-56-d1c09£21b443> in <module>()

----> 1 sqrt(-1.0)

ValueError: math domain error 68 / 140

A
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s (1 bit)




toy7,




toy7, =




toy/, n=3
binary32,



toy/, n=3
binary32, =



toy/, n=3
binary32, n=23
binaryb64,



toy/, n=3
binary32, n=23
binary64, = =



toy/, n=3
binary32, n=23
binary64, n =52

v =M(v) x 25"



toy7, n=3
binary32, n=23
binary64, n =52

v=M(v)x oE(v)=n

SUCC(V) = (M<V) + 1) X 2E(V)*I7 - v+ 2E<V>fn



toy7, n=3
binary32, n=23
binary64, n =52

v=M(v)x oE(v)=n

SUCC(V) = (M(v) + ]_) X 2E(V)—" = v+ 2E(v)—n



St v est un VF, entre v et son successeur, il y a...




s|elf
e=0..0 f=0 - v=(-1)*x0.0
e=0..0 f+0 — v=(-1)"x0.f x 91~ Emax
e=1...1 f=0 — V:(*l)sxoo
e=1..1 f+0 — NaN
0.0<e<l..1 f+£0 - V:(,l)sxl_fxzefEmax




s f
e=0..0 f=0 v=(-1)°x0.0
e=0...0 f+0 v = (=1)° x 0. x 21~ Emax
e=1.1 f=0 v=(-1)°x o0
e=1.1 f+0 NaN
0.0<e<1.1 f=£0 v=(-1)°"x 1.f x 26 Emax




® On notera ¢, l'epsilon de la machine, c'est-a-dire le successeur de 1

e On notera A le plus petit VF normal positif




® On notera ¢, l'epsilon de la machine, c'est-a-dire le successeur de 1
® On notera A le plus petit VF normal positif

On notera p le plus petit VF sous-normal positif



® On notera ¢, l'epsilon de la machine, c'est-a-dire le successeur de 1
® On notera A le plus petit VF normal positif

® On notera y le plus petit VF sous-normal positif



On notera €, U'epsilon de la machine, c'est-a-dire le successeur de 1

On notera A le plus petit VF normal positif
® On notera y le plus petit VF sous-normal positif

® On notera Q le plus grand VF normal.



On notera €, U'epsilon de la machine, c'est-a-dire le successeur de 1

On notera A le plus petit VF normal positif
® On notera y le plus petit VF sous-normal positif

® On notera Q le plus grand VF normal.



On notera €, l'epsilon de la machine, c'est-a-dire le successeur de 1

On notera A le plus petit VF normal positif
® On notera y le plus petit VF sous-normal positif

® On notera Q le plus grand VF normal.

Quelle relation existe-t-il entre u, ey, €t A7?



Format #E #f Emin Emax Em A n Q
toy7 3 -2 3 273 -1/8 272-1/4 275 -1/32 1,111 x23 =15
bin32 8 23 -126 127 2723 2126 27126-23 (224 - 1) x 21273
~1,2x1077 ~1,2x10738 ~1,4x10748 ~ 3,4 x 1038
bin64 1 52 | -1022 | 1023 2752 o-1022 21074 (253 —1)21023-5
~2,2x107%% | ~2,2x107308 5x 107324 ~1,8x103°8




€ preambule 4 Réels, arrondis et flottants

La norme IEEE 754 5 Que la force de l'erreur soit avec vous
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Il est trés simple et rapide de comparer deux VF : comment la machine
procede-t-elle ? Quel est l'avantage de ce stockage des VF?



® on commence par ramener les deux nombres au méme exposant, en
Uoccurrence le plus grand des deux;

# on ajoute les deux mantisses complétes en tenant compte du signe;




® on commence par ramener les deux nombres au méme exposant, en
Uoccurrence le plus grand des deux;

® on ajoute les deux mantisses complétes en tenant compte du signe;

on renormalise le nombre obtenu.




® on commence par ramener les deux nombres au méme exposant, en
Uoccurrence le plus grand des deux;

® on ajoute les deux mantisses complétes en tenant compte du signe;

® on renormalise le nombre obtenu.




En toy7 : 1,1+0,0111




Entoy7 : 1,1+0,0111 - 1,1x2°+1,11x272

11710011 1]0]0




Entoy7 : 1,1+0,0111 - 1,1x2°+1,11x272

11001 |1{1]0lO




Entoy7 : 1,1+0,0111 - 1,1x2°+1,11x272

117:70fof1]1]1]0]0] 0001T:jofo|O|1|1]1]0




Entoy7 : 1,1+0,0111 - 1,1x2°+1,11x272

117:70fof1]1]1]0]0] 0001T:jofo|O|1|1]1]0

1,100
0,00171

11



Entoy7 : 1,1+0,0111 - 1,1x2°+1,11x272

117:70fof1]1]1]0]0] 0001T:jofo|O|1|1]1]0

1,100
0,00177

1,101171



Entoy7 : 1,1+0,0111 - 1,1x2°+1,11x272

117:70fof1]1]1]0]0] 0001T:jofo|O|1|1]1]0

1,100
0,00177

110171



# larrondi au plus proche (RN) qui arrondit au VF...le plus proche. En cas
d'éqgalité, on choisit la valeur paire (donc qui se termine par un 0 en
binaire);




® larrondi au plus proche (RN) qui arrondit au VF...le plus proche. En cas
d’égalité, on choisit la valeur paire (donc qui se termine par un 0 en
binaire);

# l'arrondi vers 0 (RZ) qui arrondit a la valeur de plus petite valeur absolue :
c'est la troncature;



Les arrondis

Définition 1
® larrondi au plus proche (RN) qui arrondit au VF...le plus proche. En cas

d'égalité, on choisit la valeur paire (donc qui se termine par un 0 en
binaire);

® larrondi vers 0 (RZ) qui arrondit a la valeur de plus petite valeur absolue :
c'est la troncature;
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Les arrondis

Définition 1
® larrondi au plus proche (RN) qui arrondit au VF...le plus proche. En cas

d'égalité, on choisit la valeur paire (donc qui se termine par un 0 en
binaire);

® larrondi vers 0 (RZ) qui arrondit a la valeur de plus petite valeur absolue :
c'est la troncature;

® l'arrondi vers +oco (RU) qui arrondit a la valeur supérieure la plus petite;

@ larrondi vers —oo (RD) qui arrondit a la valeur inférieure la plus grande.

Le mode d'arrondi par défaut est le premier.
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110171

x=1,10111

00 11 00

1,00 1,11 10,00




110171

x=1,10111 =~

00 11 00

1,00 1,11 10,00




110171

x=1,10111 VF en toy/7?

1,10100 < 1,10111 <1,11000

—— —
X

1,00 1,11 10,00




110171

x=1,10111 VF en toy/7?

1,10100 < 1,10111 < 1,11000

[ —
X

1,100 + 1,00ulp(x) < 1,100+ 1,11ulp(x) < 1,100+ 10,00ulp(x)

% X succ(v)

|x — v|=0,11ulp(x)




110171

x=1,10111 VF en toy/7?

1,10100 < 1,10111 < 1,11000

[ —
X

1,100 + 1, 00ulp(x) < 1,100 + 1, 11ulp(x) < 1,100 + 10, 00 ulp(x)

-~
4 X succ(v)

|x —v| =0, 11ulp(x)



110171

x=1,10111 VF en toy/7?

1,10100 < 1,10111 < 1,11000

[ —
X

1,100 + 1, 00ulp(x) < 1,100 + 1, 11ulp(x) < 1,100 + 10, 00 ulp(x)

-~
4 X succ(v)

|x —v|=0,11ulp(x) |x —succ(v)|=0,01lulp(x)
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x=1,10111 VF en toy/7?

1,10100 < 1,10111 < 1,11000

[ —
X

1,100 + 1, 00ulp(x) < 1,100 + 1, 11ulp(x) < 1,100 + 10, 00 ulp(x)

-~
4 X succ(v)

|x —v| =0,11ulp(x) |x —succ(v)|=0,01lulp(x) donc RN(x) = succ(v)



110171

x=1,10111 VF en toy/7?

1,10100 < 1,10111 < 1,11000

[ —
X

1,100 + 1, 00ulp(x) < 1,100 + 1, 11ulp(x) < 1,100 + 10, 00 ulp(x)

-~
4 X succ(v)

|x —v| =0,11ulp(x) |x —succ(v)|=0,01lulp(x) donc RN(x) = succ(v)

1,19 0,00111=1,110



1,101 1,110

1. ________ Oilulp o 0,01 u1p1
S .

1,10111

v




® Est-ce que l'addition des VF est associative ?

# Est-on sir de U'ordre dans le quel un compilateur calcule a+ b+c+d?




® Est-ce que l'addition des VF est associative ?

Prelude> (1 + le-16) + le-16
1.0

Prelude> 1 + (le-16 + le-16)
1.0000000000000002

® Est-on sir de lordre dans le quel un compilateur calcule a+ b+c+d?



® on «xore » les bits de signe;

# on additionne les exposants réels et on décale ou plutot on additionne les
exposants décalés et on retire la valeur d'un décalage;




® on «xore » les bits de signe;

® on additionne les exposants réels et on décale ou plutdt on additionne les
exposants décalés et on retire la valeur d'un décalage;

on multiplie les mantisses;




® on «xore » les bits de signe;

® on additionne les exposants réels et on décale ou plutdt on additionne les
exposants décalés et on retire la valeur d'un décalage;

® on multiplie les mantisses;



on « xore » les bits de signe;

on additionne les exposants réels et on décale ou plutdt on additionne les
exposants décalés et on retire la valeur d'un décalage;

on multiplie les mantisses;

on normalise.










® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

# 101+100-11=1001-11=110": U'exposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;



® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101+100-11=1001-11=110": Uexposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;



® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101+100-11=1001-11=110": Uexposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;

® 1,011x1,001=1,011+1,011x0,001=1,011+0,001011 =1,100011;




® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101+100-11=1001-11=110": Uexposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;

® 1,011x1,001=1,011+1,011x0,001=1,011+0,001011 =1,100011;

© le produit est donc 1,100011 x 23. Le passage a la forme normale va
arrondir le produit. On a



® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101+100-11=1001-11=110": Uexposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;

® 1,011x1,001=1,011+1,011x0,001=1,011+0,001011 =1,100011;

© le produit est donc 1,100011 x 23. Le passage a la forme normale va
arrondir le produit. On a



® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101+100-11=1001-11=110": Uexposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;

® 1,011x1,001=1,011+1,011x0,001=1,011+0,001011 =1,100011;

© le produit est donc 1,100011 x 23. Le passage a la forme normale va
arrondir le produit. On a

1,100 < x < 1,101



101,1 x (-10,01)
1011010 (1]0]1][1|-1001:/1]1]/0]|0(0]0]|1

® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101 +100-11=1001-11=110: l'exposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;

® 1,011x1,001=1,011+1,011%x0,001=1,011+0,001011 =1,100011;

© le produit est donc 1,100011 x 23, Le passage a la forme normale va
arrondir le produit. On a

1,100 < x < 1,101

avec |x —1,100| =
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101,1 x (-10,01)
1011010 (1]0]1][1|-1001:/1]1]/0]|0(0]0]|1

® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101 +100-11=1001-11=110: l'exposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;

® 1,011x1,001=1,011+1,011%x0,001=1,011+0,001011 =1,100011;

© le produit est donc 1,100011 x 23, Le passage a la forme normale va
arrondir le produit. On a

1,100 < x < 1,101

avec |x —1,100| = 0,011ulp(x) et |x - 1,101| =
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101,1 x (-10,01)
1011010 (1]0]1][1|-1001:/1]1]/0]|0(0]0]|1

® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101 +100-11=1001-11=110: l'exposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;

® 1,011x1,001=1,011+1,011%x0,001=1,011+0,001011 =1,100011;

© le produit est donc 1,100011 x 23, Le passage a la forme normale va
arrondir le produit. On a

1,100 < x < 1,101

avec |x —1,100| = 0,011ulp(x) et |x — 1,101]| = 0,101 ulp(x)
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101,1 x (-10,01)
1011010 (1]0]1][1|-1001:/1]1]/0]|0(0]0]|1

® 0 xor 1 donne 1 : le bit de signe est 1;

® 101 +100-11=1001-11=110: l'exposant décalé est 110 donc l'exposant
est 3;

® 1,011x1,001=1,011+1,011%x0,001=1,011+0,001011 =1,100011;

© le produit est donc 1,100011 x 23, Le passage a la forme normale va
arrondir le produit. On a

1,100 < x < 1,101
avec |x —1,100| = 0,011ulp(x) et |x —1,101]| = 0,101ulp(x) donc

RN(101,1 x (-10,01)) = 1,100 x 23
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® Est-ce que la multiplication des VF est associative ?

# Est-ce que la multiplication des VF est distributive sur l'addition?




® Est-ce que la multiplication des VF est associative ?

Prelude> (1.00000001 * le-15) * lel5
1.0000000100000002

Prelude> 1.00000001 * (le-15 * lel5)
1.00000001

® Est-ce que la multiplication des VF est distributive sur l'addition?



® Est-ce que la multiplication des VF est associative ?

Prelude> (1.00000001 * le-15) * lel5
1.0000000100000002

Prelude> 1.00000001 * (le-15 * lel5)
1.00000001

® Est-ce que la multiplication des VF est distributive sur l'addition?

Prelude> 1lel5 * (le-16 + 1)
1.0el5

Prelude> (lel5 * le-16) + (lel5 * 1)
1.0000000000000001e15
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fl a =
if (a+ 1.0) - a /= 1.0 then a
else f1 (2.0 * a)

f2 ab =
if (@+b) -a==>b then b
else f2 a (b + 1.0)

b=f2 (f1 1)1




fl a =
if (a+ 1.0) - a /= 1.0 then a
else f1 (2.0 * a)

f2 ab =
if (@+b) -a==>b then b
else f2 a (b + 1.0)

b=f2 (f1 1)1
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95 % of the folks out there are completely clueless about
floating-point

James GosLuINnG (M. Java) - 28 février 1998
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Précision (precision) : c’est le nombre de bits utilisés pour représenter
un nombre. La précision concerne donc le format utilisé
pour écrire ou stocker ou arrondir un nombre.
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pour écrire ou stocker ou arrondir un nombre. = oo
3, 3.0, 3.0000, 3.0e0 n'ont pas la méme précision,
précision qui dépend en plus du langage.




Précision (precision) : c'est le nombre de bits utilisés pour représenter
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précision qui dépend en plus du langage.




Précision (precision) : c'est le nombre de bits utilisés pour représenter
un nombre. La précision concerne donc le format utilisé
pour écrire ou stocker ou arrondir un nombre. Par exemple
3, 3.0, 3.0000, 3.0e0 n'ont pas la méme précision,
précision qui dépend en plus du langage.

Exactitude (accuracy) : c'est ce qui relie un nombre au contexte dans
lequel il est employé.
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Précision (precision) : c'est le nombre de bits utilisés pour représenter
un nombre. La précision concerne donc le format utilisé
pour écrire ou stocker ou arrondir un nombre. Par exemple
3, 3.0, 3.0000, 3.0e0 n'ont pas la méme précision,
précision qui dépend en plus du langage.

Exactitude (accuracy) : c'est ce qui relie un nombre au contexte dans
lequel il est employé.

3, 177777777777777 est une approximation plutot précise (16 décimales)
mais inexacte (2 décimales) de 7.
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Soit x un nombre et X le nombre qui le représente. On distingue :




Soit x un nombre et X le nombre qui le représente. On distingue :

Uerreur absolue |x —X]

X=X

Uerreur relative 7 =




Soit x un nombre et X le nombre qui le représente. On distingue :

Uerreur absolue |x —X]

Uerreur relative 7=~




Soit x un nombre et X le nombre qui le représente. On distingue :
Uerreur absolue |x —X]

Uerreur relative 1 = XT‘Yalors X=x(1+n)



Soit x un nombre et X le nombre qui le représente. On distingue :
Uerreur absolue |x —X]

Uerreur relative n = XT_Yalors x=x(1+n)

commise en prenant X a la place de x.




Soit x un nombre et X le nombre qui le représente. On distingue :
Uerreur absolue |x —X]

Uerreur relative n = XT_Yalors x=x(1+n)

commise en prenant X a la place de x.




r=7f(d)

e Lerreur aval (forward error) est la différence entre le résultat mesuré 7 et
le résultat théorique r.

e L'erreur amont, ou erreur inverse (backward error) est le plus petit |Ad| tel
que f(d+Ad) =T




r=7f(d)

o Lerreur aval (forward error) est la différence entre le résultat mesuré 7 et
le résultat théorique r.

e Lerreur amont, ou erreur inverse (backward error) est le plus petit |Ad| tel
que f(d+ Ad) =T



r=7f(d)

o Lerreur aval (forward error) est la différence entre le résultat mesuré 7 et
le résultat théorique r.

® Lerreur amont, ou erreur inverse (backward error) est le plus petit |Ad]| tel
que f(d+Ad) =T



Feel nervous, but feel in control. It's not dark magic, it's science.

Florent bE DINECHIN

R e
LIS HAUT.
4,854, 932.92¢ Y

PLUS 37, ¢4 FAT SHCORTIRE
Bicni {851,932 J54. 2
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Mx2E"<x<(M+1)yx2E




M x
2E—n
<x<
M
(M +1) x2En
= M X
2E—n
+2E"n

X% < 3
X| < §2E—n



Mx 25" <x < (M+1) x 2577 = M x 2F " 1 oF-n

1
|X—3(\1S—2E n
2
X=X X=X
x | |mx2E




Mx 25" <x < (M+1) x 2577 = M x 2F " 1 oF-n

1
|X_5(~1<_2E—n
2
|x—?| x—7|<1 2E-n
x | Imx2E[



Mx 25" <x < (M+1) x 2577 = M x 2F " 1 oF-n

1
|X_5(~1<_2E—n
2
|x—?|< x—7| 1 2f
x | Imx2E| " 2mx2E



Mx 25" <x < (M+1) x 2577 = M x 2F " 1 oF-n

1
|X_5<~1<_2E—n
2
|x-?|< x—7| 128 12
x | Imx2E] T 2mx2E 2 m



Mx 25" <x < (M+1) x 2577 = M x 2F " 1 oF-n

1
|X—5(\1 < §2E—n

|x-?|< x—7| 126 127" ley

x | Imx2E| S2mx2E 2 m 2m



M x2E"" < x <« (M +1) x 267" = M x 2E-n 4 oE-n

1
|X_5<~1<_2E—n
2
|x-?|< x—7| 1287 1277 ley
x | Imx2E| "2mx2E 2 m 2 m

® SiX VF alors U'erreur relative est majorée |%| < %EM



M x2E" < x <« (M+1) x 267" = M x 2E-n 4 oF=n

1
|X—5<\1 < §2E—n

|x—?|< X—Y| 126 127" ley
x | Imx2E| "2mx2E 2 m 2 m

® SiX VF alors U'erreur relative est majorée |X X| < %EM

X

® SiX est sous-normal, alors l'erreur absolue est majorée



M x2E" < x <« (M+1) x 267" = M x 2E-n 4 oF=n

1
|X—5<\1 < §2E—n

|x—?|< X—Y| 126 127" ley
x | Imx2E| "2mx2E 2 m 2 m

® SiX VF alors U'erreur relative est majorée |X X| < %EM

X

® SiX est sous-normal, alors l'erreur absolue est majorée



M x2E" < x <« (M+1) x 267" = M x 2E-n 4 oF=n

1
|X—5<\1 < §2E—n

|x—?|< X—Y| 126 127" ley
x | Imx2E| "2mx2E 2 m 2 m

® SiX VF alors U'erreur relative est majorée |u| < %EM

X

® Si X est sous-normal, alors 'erreur absolue est majorée |x — X] < %25"""‘1‘”



NE FAITES PAS DES TESTS
D'EGALITE MAIS DES TESTS
D'APPARTENANCE A DES
INTERVALLES DE LARGEUR L'e
MACHINE !



X = X(l +771) + 12
avec :

® si X est normal || < %EM et =0

2Em;n—1—n

1
2

® si X est sous-normal 71 = 0 et || <




X = X(l +7]1) + 12
avec :

® si X est normal || < %EM et =0

Emi“—l—n

® si X est sous-normal 11 =0 et || < %2




X = X(l +7]1) + 12
avec :

® si X est normal || < %EM et =0

® si X est sous-normal 7, = 0 et || < 22Emin=1-n

Mouats...




X = X(l +7]1) + 12
avec :

® si X est normal || < %EM et =0

® si X est sous-normal 7, = 0 et || < 22Emin=1-n

Mouais...




F=a(l+n,),



F=a(l+n.)b=b(1+m),



F=a(l+n.).b=b(1+mny)x=a-b



F=a(l+n,),b=b(l1+ny)x=a-betx=a-b



—_—

F=a(l+n,),b=b(1+ny)x=a-betx=a-b=a-b.

X=X —ana, + bnp

a-b

X



—_—

F=a(l+n,),b=b(1+ny)x=a-betx=a-b=a-b.

|af + |b]
|a = b|

—an, + bnp
a-b

X=X
‘ ‘: < max(|nal, [ns])

X



—_—

F=a(l+n,),b=b(1+ny)x=a-betx=a-b=a-b.

—ans + by

|a| +[b]
a-b -

bi

X—-X
‘ ‘ - < max(|nal, [75])

X |a



deriv :: (Float -> Float) -> Float -> Float -> Float
deriv f X h =
(fx+h) -£f&x) ) /h




deriv :: (Float -> Float) -> Float -> Float -> Float
deriv f X h =
(fx+h) -f&x))/h

derivn :: (Float -> Float) -> Float -> Float -> Int -> Float

derivn f X _ (\] fx

derivn f X h n
derivn (\ t -> deriv £f t h) xh (n - 1)




B> [ [ derivn (\ t -> t**4) 1 (10**(-d)) k | k <- [0..5]]1 | d <-
[1..8]1]




ID [ [ derivn (\ t -> t**4) 1 (10**(-d)) k | k <- [0..5]] | d <-

[1..8]]

[[1.0,4.641001,14.540005,27.60004,24.001312,-3.6239624e-2],

[1.
[1.
LiL
[1.
[1.
LiL
[1.

o,
0,
0,
o,
0
0
0

e.hw.h.h.h.h

.0603995,12.24041,24.557114,0.0,1192.0929],
.0061474,12.159347,-238.41856,476837.1,-8.3446483e8],
.001856,0.0,238418.58,-4.7683717e9,9.536743e13],
.005432,0.0,0.0,0.0,0.0],

.8146973,0. 9,0.0],

.7683716,0. 0,0.0],

.0,0.0,0.0 ]

0,0.0,0.
0,0.0,0.
0.0,0.0]




deriv :: (Double -> Double) -> Double -> Double -> Double
deriv f X h =
(fx+h) -f&@))/h




deriv :: (Double -> Double) -> Double -> Double -> Double
deriv f X h =
(fx+h) -f&x))/h

derivn :: (Double -> Double) -> Double -> Double -> Int -> Double

derivn f X _ (\] fx

derivn f X h n
derivn (\ t -> deriv £f t h) xh (n - 1)




I> [ [ derivn (\ t -> t**4) 1 (10**(-d)) k | k <- [0..5]] | d <-

[

[1.
LIl
[T
[1.
[1.
[T
[1.

[1.

0,4.
0,4.
0,4.
0,4.
0,4.
0,4.
0,4.

0,4.

[1..8]]

641000000000004
,14.540000000000042,27.599999999999874,24.0000000000002,1.06581

060401000000002
,12.241399999999292,24.360000000278603,23.99999994295854,8.8817

006004000999486 ,12.024014000244776,24.03599941303014
,24.001245435556484,-2.4424906541753444] ,

000600039999469 ,12.002400162636206,24.00324383700081
,28.86579864025407,-66613.38147750939],

0000600004308495,12.00023858061172 ,24.20286193682841
,—22204.46049250313,2.220446049250313e9] ,

000005999760248
,11.999956583963467,0.0,2.220446049250313e8,-6.66133814775094e1l

000000601855902
,12.012613126444194,-222044.6049250313,2.220446049250313e12,0.0

000000042303498 ,
,11.102230246251565,0.0,2.2204460492503128e16,-4. 44@892@9%3}0%

5

A



I> [ [ derivn (\ t —> t**4) 1 2**(-d)) k | k <- [0..5]1] | d <-

[

[1.
[T
LIl
[1.
[T
Ll
[1.
CiL
[1.
[1.
[T
[1.
[1.
LiL
[1.

]

(= — I — I — I — I — I — I — I — I — I — I — I — ]

Lo N A RV, e ]

[1..15]]

.125,27.5,42.0,24.0,0.0],

.765625,18.875,33.0,24.0,0.0]1,
.814453125,15.21875,28.5,24.0,0.0],
.390869140625,13.5546875,26.25,24.0,0.0],
.191436767578125,12.763671875,25.125,24.0,0.0],
.094730377197266,12.37841796875,24.5625,24.0,0.0],
.047119617462158,12.1883544921875,24.28125,24.0,0.0],
.023498594760895,12.093963623046875,24.140625,24.0,0.0]
.011734016239643,12.046928405761719,24.0703125,24.0,0.01,
.005863190628588,12.02345085144043,24.03515625,24.0,0.0]1,
.002930641290732,12.011722087860107,24.017578125,24.0,0.0],
.001465082183131,12.005860209465027,24.0087890625,24.0,0.0]1,
.000732481481464,12.002929896116257,24.00439453125,24.0,0.0],
.000366225838661,12.001464903354645,24.001953125,32.0,-262144.0],
.00018310919404,12.000732421875,24.0,256.0,-2.5165824e7]1] e
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TROP DE PRECISION TUE LA
PRECISION'!




TROP DE PRECISION TUE LA
PRECISION!
DIVISEZ PAR DES PUISSANCES
DE 2...




TROP DE PRECISION TUE LA
PRECISION!!
DIVISEZ PAR DES PUISSANCES
DE 2..PAS DES PUISSANCES DE
10!



Recherche 1

Vous savez résoudre une équation du type ax® + bx + ¢ =0 avec a # 0...
Les racines, si elles existent, sont données par une formule bien connue dépendant de a,
betc:

avec A =b*-4ac

,_—bxvb?-4ac _ -bxVA
- 2a - 2a

Od peuvent se cacher d'éventuelles annulations catastrophiques ? Etudiez ces cas avec
attention, voyez si vous pouvez éviter les éliminations catastrophiques en réécrivant les
formules un peu dans lesprit de la « levée d’indétermination ».
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~(besigne(b)v/A)

® Que se passe-t-il lorsque b® > |4ac| ? En quoi la formule =

peut aider?

® Que se passe-t-il lorsque b? ~ dac ? Peut-on y remédier ? Que peut-on dire
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Fonction max( x,y : flottants) : flottant

Si x >=y Alors
| max = x
Sinon
max = y
FinSi



B> max 1 (1 + le-16)

1.0

B> max 0.1 (1500 / 1e500)
0.1

B> 0.1 <= 1e500/1e500
False

B> 0.1 > 1e500/1e500
False







JavaScript JavaScript
1.7 3 2012 05 18 > .pow(2, 54)
18014398509481984
> .pow(2, 53) > .pow(2, 54) + 2
9007199254740992 18014398509481984
> .pow(2, 53) + 1 > .pow(2, 54) + 3
9007199254740992 18014398509481988
> .pow(2, 53) + 2
9007199254740994
> .pow(2, 53) + 3
9007199254740996
> .pow(2, 53) + 4 > .pow(2, 55)
9007199254740996 36028797018963970
> .pow(2, 53) + 5 .pow(2, 55) + 4
9007199254740996 36028797018963970




JavaScript

| JavaScript | | JavaScript |
1.7 3 2012 05 18 > .pow(2, 54)
18014398509481984
> .pow(2, 53) > .pow(2, 54) + 2
9007199254740992 18014398509481984
> .pow(2, 53) + > .pow(2, 54) + 3
9007199254740992 18014398509481988
> .pow(2, 53) +
9007199254740994
> .pow(2, 53) +
9007199254740996
> .pow(2, 53) + > .pow(2, 55)
9007199254740996 36028797018963970
> .pow(2, 53) + .pow(2, 55) + 4
9007199254740996 36028797018963970
.

113 /140



1 Algorithme de Malcolm-Gentleman

> a<1.0

3 b<1.0

4 TantQue R(R(a+1.0)-a)==1.0 Faire
5 | a< R(2xa)

6 FinTantQue

7 TantQue R(R(a+ b)—a) + b Faire
s | | be ba1

9 FinTantQue

10| Retourner b




1 | Algorithme de Malcolm-Gentleman

2| a<1.0

3| b«1.0

4 | TantQue R(R(a+1.0)-a)==1.0 Faire
5 | a< R(2xa)

6 FinTantQue

7 | TantQue R(R(a+b)—a)+ b Faire
s | | be b1

9 | FinTantQue

10| Retourner b
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base = boucle2 (bouclel 1) 1
where

bouclel a =
if (@a+ 1.0) - a /= 1.0 then a
else bouclel (2.0 * a)

boucle2 a b =
if (@a+b) -a==D>b then b
else boucle2 a (b + 1.0)
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base = boucle2 (bouclel 1) 1
where

bouclel a =
if (@a+ 1.0) - a /= 1.0 then a
else bouclel (2.0 * a)

boucle2 a b =
if (@a+b) -a==>b then b
else boucle2 a (b + 1.0)

aj1=2a; ag=10 a;=2" ... Mouais
Dans quel espace tu travailles tu me diras et si ta proposition
est vraie je saurai

Mathemator - 44 ap. GC

En fait a;;1 = R(2 % a;)...




#® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.




® Dans ce cas R(aj +1.0) = a; + 1.0 : pas d’arrondi.
® R(R(ai+1.0)-2a;)=R(a;+1.0-3;)=1.0




ar récurrence : a; = =2' tant que i vérifie 2' < BP - 1.
® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.
o R(R(a, + 10) - a,-) = R(a,— +1.0- a,-) =1.0




® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

® R(R(ai+1.0)-a)=R(a+1.0-3)=1.0
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 3P.
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ar recurrence : a; = =2 tant que / vertie

® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

® R(R(aj+1.0)-a;)=R(aj+1.0-2a;)=1.0: la condition de la premiére
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 5P.

© Premiére itération i telle que 2 > (P,
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ar récurrence : a; = =2' tant que / vérifie 2' < 8P - 1.

® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

® R(R(aj+1.0)-a;)=R(aj+1.0-2a;)=1.0: la condition de la premiére
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 5P.

© Premiére itération i telle que 2 > (P,

® 3. =R(2xa;,1)=R(2x251)<R(2xBP)<R(Bx P)



ar récurrence : a; = =2' tant que / vérifie 2' < 8P - 1.

® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

® R(R(aj+1.0)-a;)=R(aj+1.0-2a;)=1.0: la condition de la premiére
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 5P.

© Premiére itération i telle que 2 > (P,
® 2, =R(2xa;,-1)=R(2x251)<R(2x BP) < R(B x BP) = gP*!
6 BP<a, < prt



ar récurrence : a; = R(2') = 2' tant que / vérifie 2' < P - 1.

® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

® R(R(aj+1.0)-a;)=R(aj+1.0-2a;)=1.0: la condition de la premiére
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 5P.

© Premiére itération i telle que 2 > (P,
® 2, =R(2xa;,-1)=R(2x251)<R(2x BP) < R(B x BP) = gP*!
6 BP<a, < prt

o SUCC(a,—s) =a + 6E(a,—s—p+1)



ar récurrence : a; = R(2') = 2' tant que / vérifie 2' < P - 1.

® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

® R(R(aj+1.0)-a;)=R(aj+1.0-2a;)=1.0: la condition de la premiére
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 5P.

© Premiére itération i telle que 2 > (P,
® 2, =R(2xa;,-1)=R(2x251)<R(2x BP) < R(B x BP) = gP*!
6 BP<a, < prt

o SUCC(a,—s) =a + 6E(a,—s—p+1)



® Par récurrence : a; = R(2") = 2" tant que / vérifie 2' < P - 1.

® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

® R(R(aj+1.0)-a;)=R(aj+1.0-2a;)=1.0: la condition de la premiére
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 5P.

© Premiére itération i telle que 2 > (P,
® 2, =R(2xa;,-1)=R(2x251)<R(2x BP) < R(B x BP) = gP*!
6 BP<a, < prt

® succ(a) = a;, + BE@PHY) = 5, 4 pPoptl



® Par récurrence : a; = R(2") =2’ tant que i vérifie 2' <SP - 1.
® Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.
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Par récurrence : a; = R(2") = 2 tant que i vérifie 2/ < P - 1.
Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

R(R(ai +1.0) - a;) = R(ai + 1.0 - a;) = 1.0 : la condition de la premiere
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 3P,

Premiére itération i telle que 2 > 3P.

a, = R(2xaj_1) = R(2x 25 1) < R(2x BP) < R(B x BP) = gP*t
BP < ay, < pPH

succ(a,) = a;, + BE@sPH) = 5, L PPl = 5, 4

R(a;, +1.0) vaut a;, ou a;, + 3

R(R(a;, +1.0) — a;,) vaut 0 ou B mais en aucun cas 1.0.
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Par récurrence : a; = R(2") = 2 tant que i vérifie 2/ < P - 1.
Dans ce cas R(a; +1.0) = a; + 1.0 : pas d'arrondi.

R(R(ai +1.0) - a;) = R(ai + 1.0 - a;) = 1.0 : la condition de la premiere
boucle est donc vérifiée tant que 2' < 3P,

Premiére itération i telle que 2% > 3.

a, =R(2xa;-1) = R(2x 25 1) < R(2x 8P) < R(B x BP) = g+t
o <a <

succ(a,) = a;, + BE@sPH) = 5, L PPl = 5, 4

R(a;, +1.0) vaut a;, ou a;, + 3

R(R(a;, +1.0) — a;,) vaut 0 ou B mais en aucun cas 1.0.

on sort donc de la boucle.
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base = boucle2 (bouclel 1) 1
where

bouclel a =
if (a+ 1.0) - a /= 1.0 then a
else bouclel (2.0 * a)

boucle2 a b =
if (@a+b) -a==>b then b
else boucle2 a (b + 1.0)

Notons a = bouclel 1
Son successeur est a + f.
Tant que b< ..



® elle nous montre bien que nous changeons de monde : un test du style
if (a + 1.0)- a /= 1.0 paratltrait bien hors de propos si nous
raisonnions avec des réels;

nous avons vu que l'on pouvait raisonner rigoureusement sur les VF;
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raisonnions avec des réels;

® nous avons vu que l'on pouvait raisonner rigoureusement sur les VF ;

® nous pouvons malgré tout retenir la trame intuitive de la démonstration :
tant que notre nombre entier est représentable avec p chiffres, on reste
exact. Les problémes arrivent lorsqu’on n’a plus assez de place pour stocker
tous les chiffres : il y a de la perte d’information...

118 / 140




elle nous montre bien que nous changeons de monde : un test du style
if (a + 1.0)- a /= 1.0 paraltrait bien hors de propos si nous
raisonnions avec des réels;

nous avons vu que l'on pouvait raisonner rigoureusement sur les VF;

nous pouvons malgré tout retenir la trame intuitive de la démonstration :
tant que notre nombre entier est représentable avec p chiffres, on reste
exact. Les problémes arrivent lorsqu’on n’a plus assez de place pour stocker
tous les chiffres : il y a de la perte d’information...

Ce genre de raisonnement se retrouve trés souvent pour travailler sur les
erreurs commises : il faudra donc en retenir la substantifique moelle...
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® R(x+y) sous la forme x® y;

R(x —y) sous la forme x© y;



® R(x+y) sous la forme x® y;
® R(x-y) sous la forme xoy;

R(x x y) sous la forme x® y;



® R(x+y) sous la forme x® y;
® R(x-y) sous la forme xoy;
® R(xxy) sous la forme x®y;

R(x/y) sous la forme x @ y.



R(x +y) sous la forme x® y;

R(x - y) sous la forme xo y;

R(x x y) sous la forme x® y;

R(x/y) sous la forme x @ y.



M.A. MaLcowm 1972 :

precision = toPrec 1.0 0
where
toPrec a i =
if (a+ 1.0) - a /=1.0 then i
else toPrec (base * a) (i + 1)




M.A. MaLcowm 1972 :

precision = toPrec 1.0 0
where
toPrec a i =
if (a+ 1.0) - a /=1.0 then i
else toPrec (base * a) (i + 1)
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Pour éviter de déduire des lemmes suivants des théorémes totalement
faux, n‘oubliez pas que DANS CE QUI SUIT X ET Y SONT DES
NOMBRES A VIRGULE FLOTTANTE !




Posons x®y =x+y +err(x @ y). Alors, s'il n’y a pas de dépassement de
capacité,

lerr(x @ y)| < min (||, ly])

On a bien sir un résultat analogue pour la différence



e x®y=x+y+err(x®y)

o« x =xty+(-y)
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e x®y=x+y+err(x®y)

o x =x+y+(-y)

® x®y le VF le plus proche de x +y
® lerr(xe@y)| <yl

o de méme lerr(x ® y)| < |x|
FAITES UN DESSIN!

De l'importance de disposer avec la IEEE 754 de la meilleure
approximation !




Lerreur commise |err(x @ y)| peut étre exprimée exactement sur p bits.
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de magnitude celle de ulp(y)
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Lerreur commise |err(x @ y)| peut étre exprimée exactement sur p bits.

* x>yl

® x et y sont des VF : le plus petit bit significatif de err(x @ y) est au moins
de magnitude celle de ulp(y)

® lerr(x @ y)| < ly|donc la mantisse entiére de err(x @ y) a une longueur
inférieure a p bits



Supposons que |x + y| <min(|x]|,|y|), alors x®y = x +y.
On obtient un résultat analogue pour la soustraction.
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Supposons que |x + y| <min(|x]|,|y|), alors x®y = x +y.
On obtient un résultat analogue pour la soustraction.

® Supposons, sans perdre de généralité, que |x| > |y|

® Le plus petit bit significatif de x + y est au moins de magnitude celle de
ulp(y)

® |x+y|<|y| donc la mantisse entiére de x + y a une longueur inférieure a p
bits



Nous avons démontré nos lemmes en considérant des VF x et y.
Est-ce que le résultat suivant contredit notre dernier lemme ?

*Main> 1 - 0.9
9.999999999999998e-2




><

Soit (x,y) € V2 vérifiant E < 2x alors

Xey=x-y

La différence de deux VF suffisamment proches est donc exacte.
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Soit (x,y) € V2 vérifiant E < 2x alors

Xey=x-y

La différence de deux VF suffisamment proches est donc exacte.



><

Soit (x,y) € V2 Vérifiant = < 2x alors

N

Xey=x-y

La différence de deux VF suffisamment proches est donc exacte.

® x<y:alorsx<y<2xdoncO<y-x<x<y;

Dans tous les cas |x — y| < min(|x[,|y|) et on peut utiliser le lemme 5
page 346.



Lemme 6 (Lemme de STERBENZ (1973))
Soit (x,y) € V2 vérifiant g <y <2x alors
Xey=x-y
La différence de deux VF suffisamment proches est donc exacte.
® x<y:alorsx<y<2xdoncO<y-x<x<y;
® x>y:alors <y<xdonc-3<y-x<0etparsuite0<x-y<7<y<x

Dans tous les cas |x — y| < min(|x|,|y|) et on peut utiliser le lemme 5
page 346.
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\ N . L X
o Concrétement, a quoi correspond cette condition > <y<2x?

e Demandez-vous ce que l'on peut dire de l'‘écart maximum entre les
exposants de x et y.




\ N . L X
o Concrétement, a quoi correspond cette condition > <y<2x?

® Demandez-vous ce que l'on peut dire de l'écart maximum entre les
exposants de x et y.
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Théoréme 7 (Fast2Sum - DEkker & KAHAN)

On considére deux VF x et y tels que |x| > |y| et l'algorithme suivant :

1 S « X0y

2 YW SOx

3| d <« yoy

4 | Retourner (s,d)

Alors x+y=s+d avecs=x®y etd =err(x@®y). De plus s et d ne se
chevauchent pas.
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® si x et y sont de méme signe OU si |y| < % s alors 7 <5 <2x et on peut
appliquer le lemme;
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Théoréme 7 (Fast2Sum - DEkker & KAHAN)

On considére deux VF x et y tels que |x| > |y| et l'algorithme suivant :

1 S « X0y

2 YW SOx

3| d <« yoy

4 | Retourner (s,d)

Alors x+y=s+d avecs=x®y etd =err(x@®y). De plus s et d ne se
chevauchent pas.

® si x et y sont de méme signe OU si |y| < K alors 2 < s<2x et on peut

2 2 3
appliquer le lemme;

® sinon : on a x et y de signes opposés ET y > = X alors si y est négatif
x[2 < -y < x et sinon —x/2 <y < —x. Dans les deux cas, d’apres le lemme
de STERBENZ, s est calculée exactement et alors yy, = y:
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[ e
+y |y | y2 |
=5 |x1 ||x2+y1| y2 perdu

—X=Yv Y1 0
—y=-d -y 0 on récupére l'erreul




fastTwoSum x y
| abs x >= abs y =
lets =x+y in

let yv =s - x in
letd =y - yvin
(s, d

| otherwise = fastTwoSum y x




Théoréme 8 (2Sum - KNUTH )

On considére deux VF x ety et l'algorithme suivant :

1 S <« Xy
2 Y SOX

3 Xy< SOV,
4 Yaso YOy
5 X3 XOXy

6 d <« X;® Y,

7 | Retourner (s,d)

Alors x+y=s+d avecs=x@y etd=err(x®y). De plus s et d ne se
chevauchent pas.
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sommeKahan liste =
let (s,e) = foldl (\ (s,c) x -> twoSum s (x + c)) (0,0) liste in s




X1 X2 X3 X4




053 -(2%4-2)

l

253 _ 1 —— twoSum — 24— twoSum
1

l

B 0

— 2




Expliquez les résultats trouvés. Que va faire 'algorithme de somme
compensée ? Et celui de somme en cascade ?



€ preambule 4 Réels, arrondis et flottants

®) a2 norme IEEE 754 5 Que la force de l'erreur soit avec vous
Algébre des nombres VF e MPFR




int main (void){
mpfr_t un , dix , trois, zero_1, zero_3, trois_fois_zero_1, diff ; /*
Déclarations simultanées */
int test;

mpfr_set_default_prec (53) ; /* Fixer la precision par defaut */

mpfr_set_emin ( -1073) ; /* Fixer 1’ exposant emin ( en realite , emin -
precision +2) */

mpfr_set_emax (1024) ; /* Fixer 1’ exposant emax ( en realite , emax +1) */

mpfr_inits (zero_1,zero_3, trois_fois_zero_1, (mpfr_ptr) 0); /* Précision par
defaut 53 bits */

mpfr_inits2 (128, un, trois, dix , diff, (mpfr_ptr) 0) ; /* Précision de 128
bits exactement */

mpfr_set_d (un , 1.0 , MPFR_RNDN ); /* MPFR_RND Division en arrondi au plus
prés */

mpfr_set_d (trois , 3.0 , MPFR_RNDN );

mpfr_set_d (dix , 10. , MPFR_RNDN );

mpfr_div (zero_1 , un , dix , MPFR_RNDN );
mpfr_div (zero_3 , trois , dix , MPFR_RNDN );
i i i )+ — 139/140
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Exemple di a Jean-Michel Muller.

M. X a récemment été a sa banque (Chaotic Bank Society), pour
connattre les nouvelles offres proposées aux meilleurs clients. Son
bangquier lui propose loffre suivante : « vous déposez tout d’abord e - 1
euros sur votre compte (ol e = 2.7182818... est la base du logarithme
népérien). La premiére année, nous prenons 1 euro sur votre compte de
frais de gestion. Par contre, la deuxiéme année est plus intéressante pour
vous, car nous multiplions votre capital restant par 2 et prenons 1 euro
de frais de gestion. La troisiéme année est encore plus intéressante, car
nous multiplions votre capital par 3 et prenons 1 euro de frais de gestion.
Et ainsi de suite : la n-ieme année, nous multiplions votre capital par n
et prenons 1 euro de frais de gestion. Intéressant, non ? » Pour prendre
sa décision, M. X décide de demander l'aide d’un informaticien et se




Banque chaotique

Exemple d{ a Jean-Michel Muller.

M. X a récemment été a sa banque (Chaotic Bank Society), pour
connaitre les nouvelles offres proposées aux meilleurs clients. Son
banquier lui propose l'offre suivante : « vous déposez tout d'abord e - 1
euros sur votre compte (ol e = 2.7182818... est la base du logarithme
népérien). La premiére année, nous prenons 1 euro sur votre compte de
frais de gestion. Par contre, la deuxiéme année est plus intéressante pour
vous, car nous multiplions votre capital restant par 2 et prenons 1 euro
de frais de gestion. La troisiéme année est encore plus intéressante, car
nous multiplions votre capital par 3 et prenons 1 euro de frais de gestion.
Et ainsi de suite : la n-iéme année, nous multiplions votre capital par n
et prenons 1 euro de frais de gestion. Intéressant, non ? » Pour prendre
sa décision, M. X décide de demander l'aide d'un informaticien et se
retourne vers vous.
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