
Exer
i
e spé
ialité CORRIGÉ1. Soit ' l'appli
ation 
omplexe asso
iée à f . Alors '(z) est de la forme'(z)Æ azÅb, a 2C, b 2Cf est don
 une similitude de rapport jaj et d'angle Arg(a).(0,25 pt)jaj Æp3Å1Æ 2 et a Æ jaj�¡p32 ¡ 12 i!Æ jajµ
osµ¡5¼6 ¶Å isinµ¡5¼6 ¶¶Don
 f est de rapport 2 et une mesure de son angle est¡5¼6 (0,25 pt)Å(0,25 pt)On 
her
he à présent d'éventuels invariants en résolvant l'équation '(z) Æ z. On obtient 
omme unique solution i : f estdon
 de 
entre­(i)(0,25 pt)2. De z¡¡¡!­M0 Æ zo ¡ iÆ p34 ¡ 14 iÆ 12 ¡e¡i¼/6¢, on déduit que­M0 Æ 1/2 ¡¡!u ,¡¡¡!­M0¢Æ¡¼/6Å2k¼, k 2Z(0,5 pt)3. a) On admire le travail :(0,5 pt)
M0M1 M2

M3
­

b) Soit n un entier naturel etP (n) la propriété :« zn ¡ iÆ 2nei7n¼/6 (z0¡ i) ». 20ei7£0¼/6(z0¡ i)Æ z0¡ i, don
P (0) est vraie.. On peut don
 supposer qu'il existe un entier naturel k tel queP (k) soit vraie. zkÅ1¡ i Æ '(zk)¡ iÆ 2e¡5i¼/6(zk ¡ i)Æ 2e¡5i¼/6£2ke7ki¼/6(z0¡ i)Æ 2kÅ1e7kÅ7¡12i¼/6Æ 2kÅ1e7(kÅ1)i¼/6Don
P (k) vraie Æ)P (kÅ1) vraie. Nous avons don
 prouvé par ré
urren
e queP (n) était vraie pour tout entier naturel n.(1 pt)Or on a montré pré
édemment que z0¡ z­ Æ z0¡ iÆ 12e¡i¼/6, don
(0,5 pt)zn ¡ iÆ 2n¡1e(7n¡1)i¼/6
) On en déduit que­Mn Æ jzn ¡ ij Æ 2n¡1.On 
her
he le plus petit entier n tel que 2n¡1 > 102. Or 26 Æ 64Ç 102 Ç 27 Æ 128. L'entier 
her
hé est don
 7.(0,5 pt)a) 7£ (¡5)¡12£ (¡3) Æ ¡35Å36 Æ 1, don
 le 
ouple (¡5 ; 3) est solution de (E). (0,5 pt) La résolution habituelle (
f 
ours)donne S Æ {(¡5Å12k,¡3Å7k),k 2Z}



2b) Comme son nom l'indique, ¢ est l demi-droite parallèle à l'axe des abs
isses et passant par­.On 
her
he les entiers n tels que le ve
teur ¡¡¡!­Mn soit 
olinéaire à ¡!u , 
'est à dire tel que Arg(z¡¡¡!­Mn )Æ 2k¼, k 2ZOr z¡¡¡!­Mn Æ zn ¡ �Æ 2n¡1e(7n¡1)i¼/6.Les entiers 
her
hés sont don
 les solutions de (7n¡1)¼6 Æ 2k¼, k 2 Z i.e. les solutions de (E). L'ensemble 
her
hé estdon
S \N. Son plus petit élément est ¡5Å12Æ 7.(0,5 pt)
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