
Leçon 2LIMITES
I Vers l'in�ni et au-delà : un brin de philosophiea. Prenons le temps d'y penser
Weierstraß1815 - 1897

La notion d'in�ni a turlupiné les plus grands esprits pendant des siè
les. De rudes batailles philosophi
o-mathématiques ont été menées de l'Antiquité à nos jours.Même si la 
on
eption de limite est en
ore en évolution, 
elle que vous avez dé
ouverte en 
lasse dePremière a vu le jour en 1850 grâ
e au 
harmant WEIERSTRASS et avait é
happé à GALILÉE, DESCARTES,PASCAL, LEIBNIZ, NEWTON, et
. bref : du beau monde...et on vous demande d'assimiler 
ette notion enquelques semaines !L'humanité ayant pris son temps pour l'a
quérir, n'hésitez pas vous non plus à ré�é
hir 
almement à 
e àquoi peut ressembler un « in�niment grand » et un « in�niment petit ».Cela vous permettra peut-être d'éviter d'é
rire, 
omme tant d'autres ly
éens, de grosses bêtises sur vos
opies au moment de 
al
uler des limites.b. De l'Antiquité au Moyen-Âge
Zénon490-425 av. JC

Nous sommes 
oin
és entre deux notions : 
elle d'in�niment grand et 
elle d'in�niment petit. C'est ladeuxième qui a 
ommen
é par poser le plus de problèmes. Au Ve sié
le avant JC, Zénon proposa quatreparadoxes a, dont le plus 
élèbre est 
elui d'A
hille et de la Tortue. A
hille 
ourre beau
oup plus vite que latortue mais part 10 mètres derrière elle. Le temps qu'A
hille fran
hisse 
es 10 mètres, la tortue aura par
ou-rue une 
ertaine distan
e d, le temps qu'A
hille fran
hisse 
ette distan
e d, la tortue aura par
ourue une
ertaine distan
e d', et
., don
 A
hille mettra un temps in�ni à fran
hir 
es distan
es de plus en plus petitesmais en nombre in�ni !Ar
himède et avant lui Démo
rite réussirent à 
al
uler les volumes de solides en « empilant » des « lamelles »planes d'épaisseurs in�niment petites. C'est ainsi qu'Ar
himède montra que le volume de la sphère valait43¼R3.Con
ernant les rapports entre les in�nis, les questions se posèrent dès le Moyen-Âge où la �gure suivante permit d'af�rmerqu'il y avait autant de points sur le petit 
er
le que sur le grand b
a. Nous les étudierons lors du 
hapitre sur les suitesb. Les démonstrations géométriques ont longtemps été les seules démonstrations admises en mathématiques depuis les Gre
s.



2 LIMITESAinsi, deux in�niment grands différents semblent en fait avoir le même nombre -in�ni- d'éléments...
. Du XVIe au XVIIe siè
le
Galilée1564 - 1642

Entre deux dé
ouvertes, GALILÉE remarqua qu'à 
haque entier naturel, on pouvait asso
ier son 
arré etré
iproquement qu'à 
haque 
arré on pouvait faire 
orrespondre sa ra
ine 
arrée.
n249

123nEntiers Carrés d'entiers

1

Il y avait don
 autant d'entiers naturels que de 
arrés parfaits, 
e qui en laissa plus d'un rêveur... Le grand LEIBNIZ lui-mêmerefusa de 
roire que des in�nis qui paraissaient de toute éviden
e de tailles différentes soient en fait de même taille.
Blaise Pas
al1623 - 1662

Mais la plus grandedes batailles se joua au sujet des in�niment petits, que CAVALIERI(1598 - 1647) nommapour la première fois indivisibles.PASCAL en �t de larges 
ommentaires. Il remarqua en effet que tout esprit admet fa
ilement qu'une quan-tité puisse être augmentée à l'in�ni en la doublant et en réitérant le mé
anisme par exemple.En revan
he il est psy
hologiquement beau
oup plus ardu d'imaginer un « in�ni de petitesse ».Prenons un segment de droite et divisons-le en 2, puis en
ore en 2, et
. Si on admet une �n de la divisionnous dit Pas
al, on admet l'existan
e d'indivisibles. Si 
es indivisibles ont une étendue, il sont en
oredivisibles, 
e qui est absurde. Mais s'ils n'ont pas d'étendue, on ne peut pas les « re
oller » pour reformerla division dont ils sont issus...Don
, Pas
al arrive indire
tement à la 
on
lusion qu'on ne peut pas arrêter la division et qu'elle peut serépéter in�niment.La dif�
ulté d'appréhension vient du fait qu'on n'a

ède pas dire
tement à la preuve de l'existen
e d'in�niment petits, maisindire
tement en prouvant qu'il est impossible qu'ils n'existent pas !...Reste à déterminer la nature de 
et in�niment petit. D'une part on le 
onsidère 
omme négligeable devant des grandeursmesurables, tout 
omme le point est négligeable devant la droite.Mais il ne faut pas trop le négliger sous peine de ne pouvoir re
onstituer en l'additionnant une quantité mesurable 
ommel'ont théorisé Leibniz et Newton ave
 le 
al
ul différentiel 
omme nous le verrons en étudiant les dérivées et les intégrales.Ils ont en effet eu besoin d'addditionner des in�niment petits, mais ont remarqué des résultats troublants.Par exemple, EULER(1707 - 1783) a montré que1Å 14 Å 19 Å 116 Å¢¢ ¢Å 1n2 Å¢¢ ¢ Æ ¼26mais que 1Å 12 Å 13 Å 14 Å¢¢ ¢Å 1n Å¢¢ ¢ ¡!Å1même si dans 
ha
un des 
as on ajoute des in�niment petits.De plus, on peut se demander que vaut 1¡1Å1¡1Å1¡1Å¢¢ ¢D'une part, (1¡1)Å (1¡1)Å (1¡1)Å¢¢ ¢ Æ 0, et d'autre part 1¡ (1¡1)¡ (1¡1)¡¢¢ ¢ Æ 1, et don
...0Æ 1 !Bref, y a quelque 
hose qui 
lo
he là-dedans, 
e qui �t dire à l'Irlandais BERKELEY ne vaut-il pas mieux donner de bonnesapproximations que prétendre atteindre à l'exa
titude par des sophismes ? et don
 étudier des polygones plut�t que des 
ourbespar exemple.Sauf qu'il faudrait alors réfuter le 
al
ul différentiel et renon
er quasiment à tout 
e qui s'est dé
ouvert en s
ien
es depuis leXVIIesiè
le ! Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



II . QU'EST-CE QU'UNE FONCTION? 3d. Le XIXe siè
le...en�n !GAUSS(1777 - 1855), l'un des plus grands génies de l'Histoire n'a pas en
ore une vision 
orre
te de l'in�ni, mais résume en faitla vision générale des limites que vous devez a
quérir au Ly
ée : L'in�ni ne doit être qu'une façon de parler pour exprimer que
ertaines quantités peuvent s'appro
her aussi près que l'on veut d'une limite ou augmenter au delà de toute limite.
Augustin LouisCau
hy1789 - 1857

Le grand bond de la pensée vient d'être effe
tué : 
et in�niment petit qu'on re
her
hait ave
 tant d'ardeur de-puis des siè
les, 
et ultime stade hypothétique, on le 
her
hait au mauvais endroit : on le 
her
hait 
onstantalors qu'il faut le 
onsidérer 
omme variable : 
'est 
e que traduit le aussi petit que l'on veut dont parle Gausset que va reprendre CAUCHY dans ses Leçons sur le 
al
ul in�nitésimal qui marque le réel envol de l'Analysemoderne. Notre austère royaliste posa en effet Si les valeurs su

essivement attribuées à une variable s'ap-pro
hent indé�niment d'une valeur �xe, de manière à �nir par en différer aussi peu que l'on voudra, alors
ette dernière est appelée la limite de toutes les autres.C'est la dé�nition utilisée en Terminale. Il existe 
ependant une faille dans 
ette dé�nition mais qui est sansimportan
e à notre niveau.Il faudra attendre 1861 etWeierstraß pour obtenir une dé�nition rigoureuse et surtout CANTOR pour explorerles réels et l'in�ni.
Georg Cantor1845 - 1918

Cantor mit au point la Théorie des Ensembles et prouva ainsi des résultats qui dé�ent la per
eption que l'ona dumonde réel.Il donna un nom au 
ardinal (
'est-à-dire au nombre d'éléments) de N : �0 (qui se lit aleph zéro). Il mon-tra qu'il s'agit du plus petit 
ardinal d'un ensemble in�ni. Comme l'avait déjà pressenti Galilée, il montraqu'il y a autant d'entiers pairs que d'entiers tout 
ourt, et don
 que 2£�0 Æ �0. Il montra ensuite qu'il yavait autant de nombres rationnels que d'entiers. Or un entier peut être représenté par un 
ouple (numéra-teur,dénominateur). Il y a don
 �0£�0 tels nombres et don
 �20 Æ �0... On parle alors d'ensembles dénom-brables, 
'est-à-dire d'ensembles dont tous les éléments peuvent être reliés d'une et une seule manière à unentier naturel 
Est-
e pareil pourR ? Cantormontra en fait queRn'est pas dénombrable : on ne peut pasmettre un dossardsur 
ha
un des nombre réels. Plus fort en
ore : il montra qu'il y a autant de nombres dans [0 ; 1℄ que dans R tout entier. Et lesummum : il y a autant de nombres dans [0 ; 1℄ que dans l'Espa
e de dimension 3 tout entier !Ce résultat rendit à moitié fou le pauvre russo-germano-danois qui af�rma en parlant de 
es résultats : « je le vois mais je n'y
rois pas »...Lorsqu'on vous a présenté les réels en 2nde, on vous a parlé des entiers naturels, des entiers relatifs, des dé
imaux, des ration-nels, des irrationnels. On a 
ependant besoin de parler d'une autre 
atégorie de nombres : les nombres algébriques qui sont lesréels solutions d'une équation polynomiale à 
oef�
ients rationnels...Par exemple,p2 est algébrique 
ar il est solution de x2¡2Æ 0. Demême, 32 est algébrique 
ar solution de 2x¡3Æ 0.Les nombres qui ne sont pas algébriques sont dits trans
endants.Cantor montra que l'ensemble des nombres algébriques est aussi dénombrable, et don
 que les nombres trans
endants nesont pas dénombrables, 
'est-à-dire qu'il y en a beau
oup plus...or vous ne 
onnaissez qu'un seul de 
es nombres : ¼ ! Et onen 
onnaît en fait très peu : il a fallu de grosses re
her
hes à la �n du XIXepour prouver que ¼ était trans
endant. C'est asseztroublant de penser qu'on ne 
onnaît pas la plupart des nombres réels !...e. Oui...et alors ?Votre 
erveau fume ?...Bien ! Que retenir de 
e passionnant exposé ? Et bien au moins que 
al
ul sur les limites = danger. Lesin�niment grands et les in�niment petits doivent se traiter ave
 la plus grande pruden
e et qu'il a fallu des siè
les à l'humanitépour les apprivoiser. Quant à vous, je vous laisse deux semaines...Il est maintenant temps de s'amuser un peu.II Qu'est-
e qu'une fon
tion ?Mathémator : Question idiote n'est-
e pas ?Téhessin d : Ben 
'est une formule 
omme par exemple f (x)Æ (xÅ1)2Mathémator : C'est tout ? Je vois...L'année de formation qui nous attend ne sera pas super�ue. Si vous avez éprouvé des dif�
ul-tés l'an passé, 
'est peut-être que vous n'avez pas fait l'effort d'avoir en tête une dé�nition 
laire, pré
ise, rigoureuse. Peut-êtren'avez-vous pas 
ompris 
omment 
ette dé�nition pouvait être liée aux diverses propriétés, à quoi tout le tralala pouvait ser-vir, 
omment 
ette partie du programme pouvait être reliée à d'autres notions déjà étudiées. Vous ne semblez pas avoir une
. en gros, on peut a

oler un dossard différent à tous...d. Si notre héros est un garçon, 
'est pour fa
iliter les a

ords des adje
tifs et parti
ipe passé.Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



4 LIMITESvision intuitive de la notion sus
eptible de vous aider à 
omprendre 
omment tout s'imbrique si merveilleusement dans notremagni�que univers mathématique à l'esthétique si parfaite. Pourquoi 
ette notion est-elle apparue ? Quelle est sa pla
e dansl'histoire de l'esprit humain ? Quelles sont ses appli
ations 
on
rètes ? C'est ave
 
es questions en tête que nous essaieronsd'aborder toutes les notions qu'un(e) jeune Mataïe se doit de maîtriser à l'issue de sa formation terminale.Téhessin (à part) : À 
e rythme là, dans deux ans on y est en
ore, et moi j'ai d'autres projets.Mathémator : Vous dîtes ?Téhessin : J'ai hâte d'étan
her ma soif de 
onnaissan
e, � 
éleste maître.Mathémator : À la bonne heure ! Disons qu'une fon
tion asso
ie à TOUT élément d'un ensemble de départ un UNIQUE élé-ment d'un ensemble d'arrivée. Cela 
orrespond typiquement au diagramme en patates suivant
xx
x

xxxx
DÉPART ARRIVÉENous nous restreindrons aux fon
tions dont les ensembles de départ et d'arrivée sont des parties de R.Téhessin : Par
e qu'il en existe d'autres ?Mathémator : Nous verrons 
ette année quelques exemples de fon
tions à valeurs 
omplexes, de fon
tions ve
torielles, defon
tions de plusieurs variables, sans toutefois rentrer dans le détail, mais sa
hez au moins qu'elles existent. D'ailleurs, vousen avez étudiées en primaire. Votre instituteur vous a sûrement parlé de 
elle-
i :: R2Å ! RÅ(L,`) 7! 2(LÅ`)Téhessin (à part) : Il est 
omplètement fou...Il y a 5 TS au ly
ée et faut que je tombe sur la pire tout haut : j'ai peut-être un troude mémoire mais je doute que mamaîtresse de CM1 m'ait jamais parlé de 
ette...
hose.Mathémator : bahh, elle vous a sûrement dit que le périmètre d'un re
tangle était égal au double de la somme de sa longueuret de sa largeur...
'est pareil.Téhessin : Don
 
e que j'ai appelé fon
tion depuis le 
ollège n'est qu'un 
as parti
ulier de fon
tion.Mathémator : Oui mais, jusqu'à nouvel ordre, par abus de langage, fon
tion sous-entendra pour nous fon
tion d'une variableréelle à valeurs dans R.Il reste un problème à résoudre pour notre 
onfort intelle
tuel : nous travaillons ave
 des nombres réels, mais qu'est-
e quel'ensemble R des nombres réels ?Téhessin : Ben 
'est tous les nombres qui existent.Mathémator : C'est faux et beau
oup trop vague ! Faux 
ar vous avez ren
ontré en 
e début d'année de nouveaux nombres quine sont pas des réels (les 
omplexes) et vague 
ar 
ela ne nous permet pas d'avoir des propriétés sur R exploitables.Malheureusement, la 
onstru
tion de l'ensemble R est hors de notre portée pour le moment.III Pourquoi est-il important de pré
iser sur quel ensembleon travaille ?Mathémator : Posez votre stylo sur votre table et observez-le : il a l'air solide et immobile. Maintenant, imaginez que vousobservez 
e même stylo, mais ave
 une loupe assez puissante pour voir 
e qui s'y passe au niveau atomique : votre stylo vousapparait alors plein de vide, ave
 des éle
trons qui tournent dans tous les sens. C'est pourtant lemême stylo.Mais une propriétélo
ale - un atome est pratiquement vide de matière - n'est pas « exportable » au niveau global - le stylo nous apparaît solide,sans la moindre tra
e de vide.Pour l'étude d'une fon
tion, il faudra prendre le même type de pré
autions, à savoir distinguer un problème lo
al d'un pro-blème global.Téhessin : Je 
omprends votre exemple physique, mais je ne vois pas bien 
e que ça peut donner en mathématique.Mathémator : Il faut 
ommen
er par a
quérir une bonne vision de 
et ensemble R, à la fois 
onnu et mystérieux. Pour 
elafermez les yeux. Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



III . POURQUOI EST-IL IMPORTANT DE PRÉCISER SUR QUEL ENSEMBLE ON TRAVAILLE ? 5Téhessin (à part) : C'est le gourou d'une se
te ou un prof de maths ? ! Je vais quandmême garder un �il ouvert au 
as où.Mathémator : Vous voyez la droite des réels ?Téhessin (à part) : Ave
 des éléphants roses 
ourrant dessus tout haut : je ne vois qu'elle.Mathémator : Bien, alors repérez le nombre 32 et zoomez dessus, disons en vous plaçant dans l'intervalle [31,33℄. Puis rezoo-mez, 
ette fois-
i en vous plaçant dans l'intervalle [31,9 ; 32,1℄ : vous êtes plus pro
he de 32. Mettez-vous maintenant dans lapeau de 32¡10¡32 .Téhessin (à part) : Ça devient grave, il a peut-être besoin d'une piqure...Mathémator : Pour lui, 31,9 est à l'autre bout du monde et il se sent très pro
he de 32. Mettez-vous alors à la pla
e de 32¡10¡101010 : vous vous sentez voisin de 32 et pour vous 32¡10¡32 est sur une autre planète.Téhessin : Je 
ommen
e à voir, les yeux fermés, où vous voulez en venir : on aura beau 
her
her, on ne trouvera pas de nombreréel plus pro
he de 32 que tous les autres.Mathémator : La notion de « proximité » devient alors toute relative. Il faudra garder 
es s
hémas en tête quand nous travaille-rons dans R.Revenons à présent à notre distingo lo
al - global. Nous serons souvent amenés à parler d'une assertion vraie ou fausse « auvoisinage » d'un point. Par exemple, pensez-vous que x26 1 au voisinage de 0 ?Téhessin : En fait, 
'est faux pour x Æ 2, par exemple, mais ça devient vrai si x est 
ompris entre ¡1 et 1, don
 « lo
alement »,autour de 0, 
'est vrai.Mathémator : On peut dire en fait que pour tout x appartenant à l'intervalle ℄0¡1,0Å1[, l'assertion est vraie. Nous verrons que
e résultat nous permettra de dire que l'assertion est vraie au voisinage de 0.Maintenant, pensez-vous que 1x2 > 16 au voisinage de 0 ?Téhessin : Je vous arrête tout de suite : l'assertion est fausse 
ar elle n'est même pas vraie en 0 puisque 1/x2 n'est pas dé�ni en0.Mathémator : Cela aurait pu être un argument mais 
ela se serait avéré très rédu
teur 
ar nous serons amenés à étudier despropriétés au voisinage de points où la fon
tion n'est pas dé�nie, notamment au moment de l'étude des limites. I
i, nouspouvons dire que l'assertion est vraie pour tout x appartenant à ℄0¡4,0Å4[ ET à l'ensemble de dé�nition R¤.On peut utiliser le symbole \ de l'interse
tion pour noter l'ensemble ℄0¡4,0Å4[\R¤, 
e qui peut en
ore s'é
rire sous la forme℄¡4,0[ [ ℄0,4[. Ainsi, n'oubliez pas de 
onsidérer l'interse
tion de l'intervalle englobant le point ave
 l'ensemble de dé�nition.En
ore un petit exemple : 
royez-vous que x3 soit positif au voisinage de 0 ?Téhessin : En fait, x et x3 ont le même signe don
 il suf�t de dire que pour x Æ 10¡32 par exemple, l'assertion est fausse.Mathémator : Mouais, le problème 
'est qu'un 
ontre-exemple ne suf�t pas : qui nous dit que x3 ne devient pas positif pourdes valeurs de x plus petite ? Il faut don
 donner une démonstration et pas seulement un 
as parti
ulier. Ce sera l'o

asion dedé
ouvrir un raisonnement par l'absurde qui nous rendra servi
e tout au long de l'année.Supposons don
 que l'assertion soit vraie (on suppose 
e qui nous semble absurde...)Cela est équivalent à dire qu'il existe un réel "È 0 tel que x3 soit positif pour tout x 2℄0¡",0Å"[Ainsi, par exemple, (¡")3 est positif or (¡")3 Ç 0 
ar ¡"Ç 0 : on arrive don
 à une 
ontradi
tion.Il y a don
 quelque 
hose qui 
lo
he dans notre raisonnement et ça ne peut être que le point de départ 
ar nous sommes sûrsdu reste, don
 l'assertion est fausse.Retenez don
 bien qu'il faut que le point 
ritique appartienne à l'intervalle.Nous pouvons don
 proposer l'assertion suivante :Dé�nition 1 : voisinage d'un réelSoit f une fon
tion dé�nie sur un ensemble D et x0 un réel. Une assertion est vraie au voisinage de x0 s'il existe unintervalle ouvert I 
ontenant x0 tel que l'assertion soit vraie pour tout x de I\DNous serons également amenés à étudier des assertions au voisinage de l'in�ni.Téhessin : Ça me parait un peu dif�
ile à atteindre.Mathémator : Mais 
e n'est pas impossible : nous allons un peu modi�er notre dé�nition. Par exemple, est-
e que la fon
tioninverse f : R¤ ! Rx 7! 1/xGuillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



6 LIMITESest majorée sur son ensemble de dé�nition ?Téhessin : Je sens que 
'est faux au voisinage de 0.Mathémator : Je vous laisse le montrer. Modi�ons alors le problème : vous êtes d'a

ord que f (x)6 1 dès que x 2 [1,Å1[. Ondira alors que f est majorée par 1 au voisinage deÅ1 : on ne peut pas mettre l'in�ni dans notre intervalle, 
ertes, mais on peutle pla
er à l'une de ses extrémités.Dé�nition 2 : voisinage de l'in�niSoit f une fon
tion dé�nie sur un ensemble D. Une assertion est vraie au voisinage de Å1 s'il existe un réel a tel quel'assertion soit vraie pour tous les x de ℄a,Å1[Téhessin : Toutes 
es propriétés me semblent pourtant plus globales que lo
ales : elles sont vraies sur de grands intervalles.Mathémator : Je 
omprends 
e que vous voulez dire : en fait, une propriété est lo
ale dès qu'elle n'est pas vraie par tout . Ily a ensuite des propriétés plus lo
ales que d'autres, je vous l'a

orde. Pour vous en rendre 
ompte, nous allons (re)dé
ouvrirun 
on
ept vraiment très lo
al, 
elui de limite. Retenez également, au point de vue méthodologique, qu'un raisonnement parl'absurde nous aide souvent à montrer qu'une assertion est fausse lo
alement.IV Appro
he physique des di�érentes dé�nitionsa. Limite �nie en un réelVous 
onnaissez peut-être la loi des gaz parfaits qui relie pression, volume et température d'une 
ertaine masse de gaz dans
ertaines 
onditions : pV ÆRtave
 R une 
onstante qui dépend de la nature du gaz et des unités employées.Si on 
onsidère un gaz parfait dans un ré
ipient à volume 
onstant, la pression va don
 varier en fon
tion de la températureque l'on peut 
ontr�ler selon l'équation : p(t)Æ RV tSoit "È 0. Si l'on veut que la pression reste entre les valeurs p0¡" et p0Å", il suf�t que l'on 
ontr�le la température pour qu'ellese situe dans un 
ertain intervalle qui dépendra de la pré
ision " 
hoisie :
T

y
0

y Æ p(T )
T0

p0p0¡"p0Å"
T0Å"V/RT0¡"V/RSi on utilise un formalisme mathématique, 
ela donne :Dé�nition 3 : Limite �nie en un réelSoit I un intervalle de R, soit f une fon
tion dé�nie sur l'intervalle I vers R, soit ` un réel et soit a un élément ou uneextrémité �nie de I. On dit que f (x) tend vers ` quand x tend vers a lorsque, pour tout "È 0, il existe ®È 0 tel que, pourtout réel x appartenant à I\ [a¡®,aÅ®℄, on a f (x) 2 [`¡",`Å"℄, 
'est à dire si tout voisinage de a 
ontient TOUTES lesvaleurs de f (x) prises pour tous les x pro
hes de aOn ren
ontre parfois la notation équivalente f (x)¡¡¡!x!a `Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



IV . APPROCHE PHYSIQUE DES DIFFÉRENTES DÉFINITIONS 7b. Limite in�nie en un réelUtilisons 
ette fois-
i la loi de Newton, donnant la for
e qu'exer
ent l'un sur l'autre deux points matériels de masses m et m0distants de d f ÆGmm0d2ave
 G la 
onstante de l'attra
tion universelle.
d

f
0 qGmm0/AA

Pour que f reste supérieure à une valeur arbitraire A, il suf�t que les pointsmatériels soient à une distan
e inférieure àsGmm0AMathématiquement, la formulation est :Dé�nition 4 : Limite in�nie en un réelSoit a 2 R, et soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I. Dire qu'une fon
tion f a pour limite Å1 en a signi�e quetout voisinage de Å1 
ontient TOUTES les valeurs de f (x) prises dans tous les voisinages de a.La formulation fait peur mais j'espère que l'illustration physique est assez parlante. I
i, a a pour valeur 0 et IÆ℄0 ; Å1[.
. Limite �nie en l'in�niVous savez qu'au moment de démarrer votre 309 
ustom megabass, l'huile du moteur est froide puis la température d'huileaugmente pour �nir par se stabiliser autour de 90°C, que vous rouliez 30 minutes ou 32 heures (sauf in
ident).On peut modéliser 
e 
omportement en disant que la température µ de l'huile évolue en fon
tion du temps t selon la loi :µ(t)Æ ¿µ1¡ 1(t ¡1,1)k ¶ave
 k une 
onstante dépendant de la vis
osité de l'huile et ¿ la température du régime stationnaire (90°C pour votre 
ustom).
0

¿Å"¿¡"¿
seuil t

µ
Ainsi, si l'on veut que la température µ reste 
omprise dans l'intervalle ℄¿¡",¿Å"[, il suf�t d'attendre suf�samment longtemps.Cela donne en langage mathématique :Je vous laisse bien sûr adapter 
et énon
é au 
as d'une limite en ¡1.Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



8 LIMITESDé�nition 5 : Limite �nie en l'in�niOn dit que f (x) tend vers ` quand x tend versÅ1 lorsque, pour tout réel "È 0, tout intervalle ℄`¡",`Å"[ 
ontient toutesles valeurs de f (x) pour x assez grandd. Limite in�ne en l'in�niVous 
onnaissez la formule donnant l'énergie 
inétique d'un solide de masse se déplaçant à la vitesse v :EC Æ 12mv2
0 v
E


v0
Eseuil

Si l'on veut que l'énergie 
inétique reste supérieure à une 
ertaine valeur quel
onque stri
tement positive Eseuil, il suf�t que lavitesse reste supérieure à une 
ertaine valeur v0 qui dépendra du 
hoix de Eseuil.Mathématiquement, 
ela donneDé�nition 6 : Limite in�nie en l'in�niOndit que f (x) tend versÅ1quand x tendÅ1 lorsque, pour tout réel A stri
tement positif, l'intervalle ℄A,Å1[ 
ontienttoutes les valeurs de f (x) pour x assez grand.
V Les théorèmesTéhessin : Je 
ommen
e àm'habituer à 
es dé�nitionsmais serons-nous toujours obligés d'y revenir pour 
al
uler des limites ?Mathémator : Rassurez-vous, dans la plupart des 
as, nous pourrons utiliser les théorèmes que vous avez en fait dé
ouvert l'anpassé.Mais avant toute 
hose, voi
i le prin
ipal théorème du 
oursThéorème 1 :En analyse, un dessin avant de résoudre l'exer
i
e tu feras.
a. Théorèmes de 
omparaisonMathémator : Ce théorème est résumé par le dessin suivantGuillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



V . LES THÉORÈMES 9
0 x

y
m Minterse
tion éventuelledéjà au-dessus du seuil y Æ f (x)y Æ g (x)Seuil

Théorème 2 :Si pour tout x>m on a g (x)> f (x) et si limx!Å1 f (x)ÆÅ1, alors limx!Å1g (x)ÆÅ1Téhessin : En fait, ça veut dire que si on est plus grand que quelque 
hose qui tend vers Å1, on tend soi-même vers Å1.Mathémator : C'est 
ela, oui, et il existe le pendant en ¡1 que je vous laisse imaginer. Maintenant, le dessin est bien beau,mais il s'agirait de démontrer 
e résultat. Or nous n'avons que la dé�nition de la limite en magasin, don
 utilisons-là.On veut prouver que limx!Å1g (x)ÆÅ1, don
 on 
onsidère un réel positif A quel
onque.Puisque limx!Å1 f (x)ÆÅ1, il existe un réel M tel que, pour tout x >M, on a f (x)> ADe plus, pour tout x >m, on a g (x)> f (x)Don
, si on appelle ¹ le plus grand des réelsm et M, pour tout x>¹, on a g (x)> A, 
e qui exprime que limx!Å1g (x)ÆÅ1.Par exemple limx!Å1px Æ Å1 et g (x) Æ px Å jsinxj > px pour tout réel x, don
 par 
omparaison des limites on obtient quelimx!Å1g (x)ÆÅ1.b. Théorèmes des gendarmesMathémator : Un nom qui fait un peut peur et qui laisse imaginer le pauvre prisonnier entouré de deux �ers à bras en uni-forme. On aurait pu aussi l'appeler théorème des portes d'as
enseur, théorème de la mou
he é
rasée, théorème du rouleau
ompresseur, et j'en passe et des meilleures.Comme d'habitude, l'idée vient du petit dessin suivant
0

y Æ h(x)`Å" y Æ g (x)`¡" y Æ f (x)`
Ag Ah x

y

Une fon
tion f est 
oin
ée entre deux fon
tions g et h qui tendent vers ` en Å1, alors f elle-même va tendre vers ` en Å1. Ilne reste plus qu'à trouver un éno
é et une démonstration.Téhessin : Je veux bien donner l'énon
éMathémator : La démonstration se déduit du dessin : on �xe un réel "È 0 quel
onque.Comme limx!Å1g (x)Æ `, il existe un réel Ag tel que, pour tout x È Ag on a g (x) 2℄`¡",`Å"[, i.e. `¡"Ç g (x)Ç `Å"Comme limx!Å1h(x)Æ `, il existe un réel Ah tel que, pour tout x È Ah on a h(x) 2℄`¡",`Å"[, i.e. `¡"Ç h(x)Ç `Å"Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



10 LIMITESThéorème 3 : Théorème des gendarmes en l'in�niSoient f , g et h des fon
tions et ` et A deux réels.Si limx!Å1g (x)Æ limx!Å1h(x)Æ ` et que g (x)6 f (x)6 h(x) pour tout x > A, alors limx!Å1 f (x)Æ `Soit M le plus grand des réels Ag , Ah et A, alors on on a simultanément pour tout x ÈM`¡"Ç g (x)6 f (x)6 h(x)Ç `Å"
e qui traduit que limx!Å1 f (x)ÆÅ1.On admettra en terminale que 
e théorème s'applique aussi pour des limites en des valeurs �nies (il suf�rait pour le prouverde 
onnaître les dé�nitions des limites en des valeurs �nies)Théorème 4 : Théorème des gendarmesSoient f , g et h des fon
tions, ` et A deux réels et ! un réel ou l'in�ni.Si limx!!g (x)Æ limx!!h(x)Æ ` et que g (x)6 f (x)6 h(x) pour tout x > A, alors limx!! f (x)Æ `Par exemple, nous pouvons maintenant étudier la limite de f : x 7! sinxx en Å1.En effet, vous savez que, pour tout x 2R, on a ¡16 sinx6 1. Pour x È 0, on obtient don
¡ 1x 6 sinxx 6 1xOr limx!Å1¡ 1x Æ limx!Å1 1x Æ 0, don
, d'après le théorème des gendarmes on obtientlimx!Å1 sinxx Æ 0
. Opérations sur les limitesMathémator : Il suf�t d'ouvrir votre livre à la page 36 : toutes 
es propriétés sont admises même si elles sont démontrables àl'aide des dé�nitions.Vous devez malgré tout garder en tête qu'apprendre un tel tableau est inutile : il faut le sentir et vous laisser guider par votreintuition...Pour 
ela, vous vous doutez bien qu'un in�ni l'emportera toujours sur un réel et que deux réels se 
omportent 
omme d'habi-tude.Mais un faux réel se 
a
he dans 
e tableau : 0 qui n'est pas le réel zéro mais représente i
i un in�niment petit.Dans quatre 
ases du tableau se 
a
hent des formes indéterminées qui sont en fait des 
ombats d'in�nis (grands et petits).Souvenez-vous de �0 : il est égal à son 
arré, à son double... Il se passe des 
hoses bizarres vers l'in�ni...Mais gardons en tête l'idée de 
ombat : 
'est le plus fort qui l'emportera !Considérons par exemple x3¡x au voisinage deÅ1 : x3 et x tendent tous les deux versÅ1. Ondoit don
 retran
her deux in�nisdifférents : qui sera le plus fort ? Y aura-t-ilmat
hnul ? Onne peut pas le savoir a priori : il faut essayer de lever l'indétermination.I
i, un moyen simple est de fa
toriser par 
elui qu'on pressent être le plus fort : x3.x3¡ x Æ x3 µ1¡ 1x2 ¶Or limx!Å1 1x2 Æ 0 (un grain de riz divisé par 1,2 milliards de 
hinois, ça ne laisse pas grand 
hose à manger pour 
ha
un...) don
limx!Å11¡ 1x2 Æ 1.Or limx!Å1x3 ÆÅ1 : on est don
 ramené à «multiplier » Å1 par un nombre positif...plus de problème.Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



VI . COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE 11d. Limites de fon
tions 
omposéesMathémator : J'espère que vous êtes à l'aise dans la 
omposition - dé
omposition de fon
tions. Par exemple, pouvez-vousdé
omposer la fon
tion ' : x 7!p¡3xÅ1 en deux fon
tions élémentaires ?Téhessin : J'y arrive en
ore x t 7!¡3tÅ1¡¡¡¡¡¡!¡3xÅ1 t 7!pt¡¡¡¡!p¡3xÅ1Mathémator : Bien. supposons maintenant que vous vouliez étudier la limite de ' en ¡1. Nous allons être amenés à dé
om-poser le 
al
ul de limite. Pour nous guider, nous aurons besoin de la propriété (admise) suivante :Propriété 1 : Limite de fon
tions 
omposéesSoient !,­ et ` des réels ou l'in�ni et f et g deux fon
tions, alorslimx!! f (x)Æ­limT!­g (T)Æ ` 9>=>;Æ) limx!!g ± f (x)Æ `Appliquez 
ette propriété au 
as étudié.Téhessin : Ave
 les 
ouleurs, 
ela donnelimx!¡1¡3xÅ1ÆÅ1limT!Å1pT ÆÅ1 9>=>; par 
ompositionÆ) limx!¡1'(x)ÆÅ1VI Comportement asymptotiquea. Comment démontrer qu'une 
ourbe admet une asymptote au voisinagede l'in�ni ?Mathémator : Le mot asymptote évoque sûrement quelque 
hose pour vous.Téhessin : C'est quand la 
ourbe ressemble à une droite et il y a un rapport ave
 les limites, mais j'avoue avoir quelque peuoublié le reste.Mathémator : Et bien reprenons depuis le début. Et pour 
ommen
er, bien sûr, un petit dessin :
0 e(x)f (x)axÅb x

y Æ f (x) y Æ axÅb
Pour traduire numériquement le fait que la 
ourbe vient « se 
ou
her » sur la droite, il faudrait mettre en éviden
e que e(x)devient de plus en plus petit à mesure que x augmente.Téhessin : Ça sent la limite : il doit falloir dire que limx!Å1e(x)Æ 0Mathémator : Exa
tement ! Or e(x)Æ f (x)¡ (axÅb) don
On obtient un théorème similaire en ¡1. Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



12 LIMITESThéorème 5 :[asymptote au voisinage de l'in�ni℄ La 
ourbe d'équation y Æ f (x) admet la droite d'équation y Æ axÅb 
omme asymp-tote au voisinage de Å1 si et seulement si limx!Å1£ f (x)¡ (axÅb)¤Æ 0b. Si limx!Å1 f (x) Æ Å1, alors C f admet -elle for
ément une asymptote auvoisinage de Å1 ?Téhessin (à part) : Je sens le piège (tout haut)Non, bien sûr !Mathémator : Alors donnez-moi un 
ontre-exemple.Téhessin : Si j'ai bien 
ompris, la 
ourbe doit « ressembler » à une droite au voisinage de l'in�ni, or une droite est la repré-sentation graphique d'une fon
tion af�ne. Ainsi, pour que la 
ourbe admette une asymptote en l'in�ni, il faut qu'elle soit lareprésentation d'une fon
tion du style x 7! axÅbÅe(x)ave
 e(x) qui tend vers 0 en l'in�ni, 
'est à dire une partie af�ne plus une partie qui 
ompte pour du beurre.Mathémator : Votre esprit d'analyse m'impressionne mais vous ne m'avez pas donné de 
ontre-exemple.Téhessin : Il suf�t de prendre une partie non af�ne plus un bout négligeable. Disons x 7! x2Å1/x. Je rentre également la 
ourbed'équation y Æ x2 et j'obtiens sur l'é
ran de ma 
alto :

O ~i~jO�3 �2 �1 0 1 2 3�202
468
1012

Mathémator : Vous obtenez 
e que vous appellerez peut-être un jour une bran
he parabolique. Mais il existe des 
omporte-ments beau
oup plus irréguliers. Néanmoins vous avez bien 
ompris que l'on peut re
onnaître des termes dominants dansune expression. Attention, 
'est un problème lo
al. Dans votre exemple, x2 est dominant en Å1, mais au voisinage de zéro,
'est 1/x qui domine.Téhessin (à part) : Ça va, j'ai 
ompris : global vs lo
al. Il 
ommen
e à radoter.Mathémator : Après avoir étudié les quelques exemples présentés dans les re
tttes à Ba
 page page 
i-
ontre, il ne vous resteplus qu'à vous entraîner sur une petite 
entaine d'exer
i
es pendant ma pause méditation. Que la for
e soit ave
 vous !
. Dominants et dominésTéhessin : Votre intitulé fait un peu peur.Mathémator : Évitons tout anthropomorphisme et 
ontentons-nous de �otter dans l'éther mathématique.Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



VII . CROYABLE MAIS FAUX ! 13Comme nous venons de le remarquer, il faudra 
ette année le plus souvent repérer à l'�il nu la limite en repérant les dominantset les dominés. Dans l'exemple pré
édant, 1/x était le terme dominant et x2 le terme dominé au voisinage de 0, don
 
'est 1/xqui « portera » la limite. Mais au voisinage de l'in�ni, les r�les s'é
hangent.C'est parfois moins visible.Prenez par exemple 3x2 ¡ 132x Å 27 au voisinage de Å1. Nous sommes 
onfrontés à une forme indéterminée 1¡1. Maisfermez les yeux et regardez les graphes des fon
tions x 7! x et x 7! x2 :vous voyez bien que x2 est bien plus fort que x auvoisinage de l'in�ni, et don
 que 
'est x2 qui porte la limite qui sera don
 Å1.Téhessin : Je pourrai é
rire ça sur mes 
opies ?Mathémator : Et non : 
e n'est qu'un support à l'intuition, qui peut parfois être dangereuse 
omme nous le verrons dans les« vrai ou faux ». Pour le prouver par le 
al
ul, on peut par exemple mettre le plus fort en fa
teur :Pour tout x 6Æ 0, 3x2¡132xÅ27 Æ x2 µ3¡ 132x Å 27x2 ¶Or limx!Å1132x Æ 0limx!Å127x2 Æ 0 9>=>; par sommeÆ) limx!Å1µ3¡ 132x Å 27x2 ¶Æ 3limx!Å1x2 ÆÅ1 9>>>>=>>>>; par produitÆ) limx!Å13x2¡132xÅ27 ÆÅ1VII Croyable mais faux !Mathémator 
ombat les idées reçues sur les limites : une interview ex
lusive.Téhessin : Est-il vrai qu'une fon
tion stri
tement 
roissante tend for
ément vers Å1 quand x tend vers Å1 ?Mathémator : On pourrait le penser en effet : une fon
tion qui ne fait que 
roître va for
ément monter vers Å1. Et pourtant
'est FAUX !Je vous laisse trouver un 
ontre-exemple.Téhessin : Est-il vrai qu'une fon
tion qui tend vers Å1 quand x tend vers Å1 est for
ément 
roissante pour x assez grand ?Mathémator : On pourrait le penser en effet : puisqu'il faut aller vers l'in�ni et au-delà, il va bien falloir monter sans s'arrêter.Et pourtant 
'est FAUX !Je vous laisse trouver un 
ontre-exemple.Téhessin : Est-il vrai qu'une fon
tion bornée tend for
ément vers un réel en Å1 ?Mathémator : On pourrait le penser en effet : puisque la fon
tion est bornée, elle ne pourra aller vers l'in�ni, don
 il faut qu'ellese stabilise quelque part. Et pourtant 
'est FAUX !Je vous laisse trouver un 
ontre-exemple.vn Æ sinn.
onverge for
ément ?nombre �ni de valeurs, elle va se stabiliser sur l'une pourtant 
'est FAUX !Téhessin : Est-il vrai qu'une fon
tion tendant vers M en Å1 est majorée par MMathémator : J'avoue que 
'est dif�
ile à 
roire, et pourtant la moitié des élèves sont tombés dans le panneau lors de l'épreuvedu ba
 2003.Je vous laisse trouver un 
ontre-exemple.VIII Re
ettes à Ba
a. Comment étudier la position relative de deux
ourbes ?Soit C la 
ourbe d'équation y Æ f (x) et C 0 la 
ourbe d'équation y Æ g (x). Pour étudier la posi-tion relative deC etC 0, il faut étudier le signe de f (x)¡ g (x).En effet, si nous obtenons par exemple f (x)¡ g (x)> 0 sur l'intervalle I, alors f (x)> g (x) sur Iet don
C est au-dessus deC 0 sur I.b. Comment montrer qu'une 
ourbe admet uneasymptote d'équation y Æ axÅb au voisinage de ! ?Il suf�t de montrer que £ f (x)¡ (axÅb)¤ tend vers 0 quand x tend vers!.Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



14 LIMITESAsymptote horizontaleThéorème 6 :Si une fon
tion f véri�e limx!Å1 f (x)Æ `alors la droite d'équation y Æ ` est une asymptote horizontale en Å1 à la 
ourbe représentative de f .Il s'agit en fait d'un 
as parti
ulier du théorème 5 page 12

O x

y
y Æ f (x)y Æ a

limx!Å1 f (x)Æ 2.
Exemple 1 :Soit f la fon
tion dé�nie par f (x)Æ x2¡ xÅ1x3Å1 .Montrer que limx!Å1 f (x)Æ 0. Interpréter graphiquement 
e résultat.

Asymptote verti
aleDé�nition 7 :Soit a un réel. Si une fon
tion f véri�e limx!a f (x)ÆÅ1alors la droite d'équation x Æ a est une asymptote verti
ale à la 
ourbe représentative de f .Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



VII . CROYABLE MAIS FAUX ! 15
O x

y
y Æ f (x)

x Æ alimx!2xÈ2 f (x)ÆÅ1 et limx!2xÇ2 f (x)Æ¡1 .Exemple 2 :Soit f la fon
tion dé�nie par f (x)Æ x2¡ xÅ1x¡1 .Étudier les limites de f au voisinage de 1 puis interpréter graphiquement 
e résultat.Asymptote obliqueOn utilise le théorème 5 page 12.
O x
y y Æ f (x)

y Æ ax Åb
limx!¡1 ¡f (x)¡ (mxÅp)¢Æ 0 et limx!Å1 ¡f (x)¡ (mxÅp)¢Æ 0.Exemple 3 :Soit f la fon
tion dé�nie sur ℄0;Å1[ par f (x)Æ 1x2 Å2x¡1.Prouver que la droite ¢ d'équation y Æ 2x¡1 est une asymptote oblique à la 
ourbe représentative de f au voisinage deÅ1.
. Comment montrer qu'une fon
tion est paire ?Il faut véri�er que l'ensemble de dé�nition de f est symétrique par rapport à zéro puis que pour tout réel x de l'ensemble dedé�nition f (¡x)Æ f (x). Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



16 LIMITESNous en déduisons que la 
ourbe est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées. Il suf�ra don
 d'étudier la fon
tion sur la« moitié » de l'ensemble de dé�nition, puis de déduire le reste de la 
ourbe par symétrie.d. Comment montrer qu'une fon
tion est impaire ?
f le paragraphe pré
édent en remplaçant f (¡x)Æ f (x) par f (¡x)Æ¡ f (x) et « symétrique par rapport à l'axe des ordonnées »par « symétrique par rapport à l'origine du repère ».e. Comment montrer qu'une 
ourbe admet le point A(a,b) 
omme 
entrede symétrie ?Faîtes avant tout un dessin pour visualiser que A est le milieu du segment [MM0℄ ave
 M¡x, f (x)¢ et M0¡x0, f (x0)¢. Alors d'unepart xÅ x02 Æ a, don
 x0 Æ 2a¡ x et d'autre part f (x)Å f (x0)2 Æ b, i .e.f (x)Å f (2a¡ x)Æ 2bf. Comment montrer qu'une fon
tion est périodique ?Il s'agit de trouver un réel T tel que pour tout réel x appartenant à l'ensemble de dé�nition de f , alorsf (xÅT)Æ f (x)Il suf�ra alors d'étudier la fon
tion sur un intervalle de longueur T, par exemple [0,T℄, puis de déduire le reste de la 
ourbe pardes translations su

essives de ve
teur k¡!i , ave
 k 2Z.Vous 
onnaissez bien sûr la fon
tion sinus qui véri�e sin(xÅ2¼)Æ sinx pour tout réel x et qui est don
 2¼-périodique.g. Comment étudier le signe d'une expression ?Vaste problème...Retenir malgré tout qu'en règle général, nous savons étudier le signe d'un produit ou d'un quotient de poly-n�mes du 1er ou du 2nd degré, d'exponentielles ( qui sont toujours positives ), de 
osinus ou de sinus, de logarithmes népé-riens... Vous 
her
herez don
 en général à fa
toriser ou à réduire au même dénominateur votre expression.Si 
ela s'avère impossible algébriquement, on vous suggérera d'étudier une fon
tion. Alors soit elle admettra 
omme extre-mum zéro, soit vous déterminerez une approximation de la valeur d'annulation de f grâ
e au théorème de la bije
tion et vous
on
lurez à l'aide du tableau de variations.h. Qu'est-
e qu'une fon
tion 
roissante sur I ?C'est une fon
tion qui 
onserve l'ordre sur I.i. Comment lever une indétermination?Il n'y a pas une méthode mais des méthodes. Il ne s'agit don
 pas d'apprendre par 
�ur des re
ettes (tiens tiens...), 
e qui vousinduirait à é
rire de grosses sottises.Vous pouvez dans un premier temps repérer des termes « négligeables » devant d'autres et fa
toriser par le plus « fort » (
'est le
as par exemple des fon
tions rationnelles au voisinage de Å1 ou ¡1).Vous pouvez minorer ou majorer par des valeurs permettant de 
on
lure à l'aide des théorèmes de 
omparaison (
'est le 
asde la fon
tion 
osinus qui véri�e ¡16 
osx 6 1pour tout réel x et don
 ¡ 1x 6 
osxx 6 1xpour x 6Æ 0 et �nalement limx!Å1 
osxx Æ 0par appli
ation du théorème des gendarmes.Vous pouvez utiliser les propriétés algébriques de 
ertaines fon
tions pour retrouver des limites 
onnues ( x2Å1Æpx2Å1px2Å1...)Dans le 
as de l'étude de limites de fon
tions irrationnelles, le re
ours à la quantité 
onjuguée peut s'avérer utile.Dans les 
as désespérés, vous pouvez essayer de re
onnaître la limite d'un taux de variation et don
 utiliser la dérivée asso
iée.Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



IX . EXERCICES 17IX EXERCICESa. Ave
 les dé�nitionsExer
i
e 1On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur ℄0,Å1[ par f (x)Æ 2x2Å1x21. Donner des valeurs appro
hées à 10¡3 près de f (1), f (32), f (320) et f (3232).2. Observer la représentation graphique de f donnée par une 
al
ulatri
e ou un ordinateur. Quelle 
onje
ture peut-on fairesur la limite de f en Å1 ?3. On 
onsidère l'intervalle ouvert de 
entre 2 et de rayon 0,01 , 
'est-à-dire ℄1,99;2,01[ .Démontrer que pour x È 10 , f (x) 2℄1,99;2,01[ (On pourra é
rire f (x) sous la forme f (x)Æ 2Å1/x2 )4. On 
onsidère l'intervalle ℄2¡ r,2Å r [ ave
 r È 0.Montrer que pour x supérieur à un 
ertain x0 à déterminer en fon
tion de r , tous les f (x) appartiennent à l'intervalle℄2¡ r,2Å r [.5. Démontrer que limx!Å1 f (x)Æ 2Exer
i
e 2On 
onsidère la fon
tion g dé�nie sur R par 3x3Å x21. Donner les valeurs de g (32), g (320) et g (3232).2. Observer la représentation graphique de g donnée par une 
al
ulatri
e ou un ordinateur. Quelle 
onje
ture peut-on fairesur la limite de g en Å1 ?3. On 
onsidère l'intervalle ℄100;Å1[ . Démontrer que pour x È 10, f (x) 2 ℄100,Å1[.4. On 
onsidère un intervalle ℄A,Å1[ , ave
 A > 0.Montrer que pour x supérieur àpA , tous les f (x) appartiennent à l'intervalle℄A;Å1[ .Exer
i
e 3Soit h dé�nie sur R par h(x)Æ¡2xÅ3Démontrez que limx!Å1 f (x)Æ¡1Exer
i
e 4On 
onsidère la fon
tion h dé�nie sur ℄1,Å1[ par h(x)Æ 2Å 3(x¡1)21. Justi�ez que h est bien dé�nie sur ℄1,Å1[.2. Observer la représentation graphique de h donnée par une 
al
ulatri
e ou un ordinateur. Quelle 
onje
ture peut-on fairesur la limite de h en 1 ?3. On 
onsidère l'intervalle ℄1000;Å1[ . Donnez une 
ondition suf�sante portant sur x pour que h(x) 2 ℄1000,Å1[.4. On 
onsidère un intervalle ℄A,Å1[ , ave
 A > 2. Donnez une 
ondition suf�sante portant sur x pour que h(x) 2℄A;Å1[ .5. Justi�ez que limx!1h(x)ÆÅ1. Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



18 LIMITESb. Ave
 les théorèmesExer
i
e 5 Limite en zéroSoit f : x 7! jxjx . Étudiez sa limite en zéro.Exer
i
e 6 De la géométrie pour 
al
uler une limiteVoi
i une première méthode de 
al
ul de limx!0 sinxx . Pourquoi suf�t-il d'étudier la limite pour des valeurs de x È 0 ?
0 IC

TM

Utilisez la �gure pour obtenir que, pour tout x 2℄0,¼/2[,sinx Ç x Ç tanxDéduisez-en un en
adrement de sinxx pour tout x 2℄0,¼/2[ et 
on
luez après avoir étudié la parité de la fon
tion.Exer
i
e 7 Limites trigonométriquesEn supposant 
onnu le résultat de l'exer
i
e pré
édent, 
al
ulez limx!0 tanxx et limx!01¡
osxx2 Pourla2éme,utilisezlaformulebien
onnue
os(2a)Æ1¡2sin2(a)
Exer
i
e 8 Limite et radi
auxCal
ulez :1. limx!0p1Å x¡1x 2. limx!Å1³px2Å1¡ x´ 3. limx!0 x21¡p1¡ x2Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



IX . EXERCICES 19
. Cal
uls stakhanovistesAppli
ations dire
tes du 
oursExer
i
e 9Étudier les limites des fon
tions suivantes au voisinage de Å1 :1. x2¡5xÅ6 ;2. ¡4x2Å6x¡7 ; 3. 2xÅ1x¡1 ;4. 2x2¡3xÅ5x3Å x¡3 ; 5. x3x2Å1 ¡ x ; 6. 2x¡pxpx¡3 .
Exer
i
e 10Étudier les limites des fon
tions suivantes au voisinage de Å1 :1. xÅ sin(x)¡2xÅ
os(x) ; 2. 2x¡px2Å3x¡1 ; 3. px2¡2xÅ3x .Exer
i
e 11Étudier les limites des fon
tions suivantes au voisinage de a :1. xÅ4x2Å3xÅ2 en a Æ¡2 ;2. xÅ2x2Å3xÅ2 en a Æ¡2 ; 3. ¡x2Å xÅ62x2¡5xÅ2 en a Æ 2 ;4. pxÅ1x en a Æ 0 ; 5. pxÅ1¡1x en a Æ 0 ;6. pxÅ4¡2x en a Æ 0 ; 7. tan(x) en a Æ ¼2 ;8. sin(3x)x en a Æ 0.Exer
i
e 12Soit f la fon
tion dé�nie par : f (x)Æ ¡x3Å2x2¡ xÅ3x2Å1 .1. Déterminer trois réels a, b et 
 tels que f (x)Æ axÅbÅ 
x2Å1 .2. Cal
uler la limite de f (x)¡ (axÅb) en Å1 puis en ¡1.3. En déduire que la 
ourbe représentative de f ,C admet une asymptote oblique ¢ en ¡1 et en Å1.4. Étudier les positions relatives deC et de ¢.ApprofondissementExer
i
e 13Étudier les limites des fon
tions suivantes :1. px2Å1¡px2¡1 en Å1 ;2. x µr xÅ1x¡1 ¡1¶ en Å1 ; 3. px2Å1¡pxÅ3x2¡2x en 2 ;4. tan(x)x en 0 ; 5. sin(ax)sin(bx) en 0 ave
 ab 6Æ 0 ;6. x sin ¡ 1x ¢ en Å1.Guillaume CONNAN, Ly
ée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



20 LIMITESExer
i
e 14Étudier selon les valeurs de a et de b les limites de1. f : x 7!px2Å5xÅ1ÅaxÅb en Å1 et en ¡1 2. g : x 7! ax2¡(2aÅ1)xÅ2x¡1 en 1.Exer
i
e 15 ROCQuestion de 
ours (Métropole, Nouvelle Calédonie novembre 2007)1. Soit f une fon
tion réelle dé�nie sur [a ; Å1[. Compléter la phrase suivante :« On dit que f admet une limite �nie ` en Å1 si . . . »2. Démontrer le théorème « des gendarmes » : soient f , g et h trois fon
tions dé�nies sur [a ; Å1[ et ` un nombre réel. Si g eth ont pour limite 
ommune ` quand x tend vers Å1, et si pour tout x assez grand g (x)6 f (x)6 h(x), alors la limite de fquand x tend vers Å1 est égale à `.
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