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Pourquoi est-il important de pré
iser sur quel ensemble ontravaille ?
Dé�nitionSoit f une fon
tion dé�nie sur un ensemble D et x0 un réel. Une assertionest vraie au voisinage de x0 s'il existe un intervalle I 
ontenant x0 tel quel'assertion soit vraie pour tout x de I ∩DDé�nitionSoit f une fon
tion dé�nie sur un ensemble D. Une assertion est vraie auvoisinage de +∞ s'il existe un réel a tel que l'assertion soit vraie pourtous les x de [a,+∞[
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Appro
he physique des di�érentes dé�nitions Limite �nie en un réelDé�nition ( Limite �nie en un réel)Soit I un intervalle de R, soit f une fon
tion dé�nie sur l'intervalle I vers
R, soit ℓ un réel et soit a un élément ou une extrémité �nie de I . On ditque f (x) tend vers ℓ quand x tend vers a lorsque, pour tout ε> 0, il existe
α> 0 tel que, pour tout réel x appartenant à I ∩ [a−α,a+α], on af (x) ∈ [ℓ−ε,ℓ+ε], 
'est à dire si tout voisinage de a 
ontient TOUTES lesvaleurs de f (x) prises pour tous les x pro
hes de a
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he physique des di�érentes dé�nitions Limite in�nie en un réelDé�nition (Limite in�nie en un réel)Soit a ∈R, et soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I . Dire qu'unefon
tion f a pour limite +∞ en a signi�e que tout voisinage de +∞
ontient TOUTES les valeurs de f (x) prises dans tous les voisinages de a.
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ε> 0, tout intervalle ]ℓ−ε,ℓ+ε[ 
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Les théorèmes Théorèmes de 
omparaisonThéorèmeSi pour tout x Êm on a g(x)Ê f (x) et si limx→+∞
f (x)=+∞, alorslimx→+∞

g(x)=+∞
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Les théorèmes Théorèmes de 
omparaison
Démonstration.On veut prouver que limx→+∞

g(x)=+∞, don
 on 
onsidère un réel positif Aquel
onque.Puisque limx→+∞
f (x)=+∞, il existe un réel M tel que, pour tout x ÊM, ona f (x)ÊADe plus, pour tout x Êm, on a g(x)Ê f (x)Don
, si on appelle µ le plus grand des réels m et M, pour tout x Êµ, on ag(x)ÊA, 
e qui exprime que limx→+∞

g(x)=+∞.
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Les théorèmes Théorèmes des gendarmesThéorème (Théorème des gendarmes en l'in�ni)Soient f , g et h des fon
tions et ℓ et A deux réels.Si limx→+∞
g(x)= limx→+∞

h(x)= ℓ et que g(x)É f (x)É h(x) pour tout x ÊA,alors limx→+∞
f (x)= ℓ

0

y = h(x)ℓ+ε

y = g (x)ℓ−ε

y = f (x)ℓ

Ag Ah
x

y

(Ly
ée Jean PERRIN) 17 / 42



Les théorèmes Théorèmes des gendarmesDémonstration.On �xe un réel ε> 0 quel
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Les théorèmes Théorèmes des gendarmes
ExempleÉtudions la limite de f : x 7→

sinxx en +∞.
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Les théorèmes Opérations sur les limites
Elles suivent le modèle réel ave
 un peu de logique derrière sauf dansquatre 
as :
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Les théorèmes Limites de fon
tions 
omposées
PropriétéSoient ω, Ω et ℓ des réels ou l'in�ni et f et g deux fon
tions, alorslimx→ω

f (x)=ΩlimT→Ω
g(T )= ℓ











=⇒ limx→ω
g ◦ f (x)= ℓ
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Les théorèmes Limites de fon
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−3x +1=+∞limT→+∞

pT =+∞
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par 
omposition
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Comportement asymptotique Dé�nition généraleDé�nitionLa 
ourbe d'équation y = f (x) admet la droite d'équation y = ax +b
omme asymptote au voisinage de +∞ si et seulement silimx→+∞
[f (x)− (ax +b)]= 0

0

e(x)
f (x)

ax +b

x

y = f (x)

y = ax +b
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Comportement asymptotique Asymptote horizontaleDé�nitionSi une fon
tion f véri�e limx→+∞
f (x)= ℓalors la droite d'équation y = ℓ est une asymptote horizontale en +∞ à la
ourbe représentative de f .

O x

y

y = f (x)

y = a

limx→+∞
f (x)= 2 .(Ly
ée Jean PERRIN) 29 / 42



Comportement asymptotique Asymptote horizontale
ExempleSoit f la fon
tion dé�nie parf (x)=

x2−x +1x3+1 .Montrer que limx→+∞
f (x)= 0. Interpréter graphiquement 
e résultat.
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Comportement asymptotique Asymptote verti
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Comportement asymptotique Asymptote verti
aleDé�nitionSoit a un réel. Si une fon
tion f véri�elimx→a f (x)=+∞alors la droite d'équation x = a est une asymptote verti
ale à la 
ourbereprésentative de f .
O x

y

y = f (x)

x = alimx→2x>2 f (x)=+∞ et limx→2x<2 f (x)=−∞ .(Ly
ée Jean PERRIN) 32 / 42



Comportement asymptotique Asymptote verti
ale
ExempleSoit f la fon
tion dé�nie parf (x)=

x2−x +1x −1 .Étudier les limites de f au voisinage de 1 puis interpréter graphiquement
e résultat.
(Ly
ée Jean PERRIN) 33 / 42



Comportement asymptotique Asymptote obliqueSommaire1 Qu'est-
e qu'une fon
tion2 Pourquoi est-il important de pré
iser sur quel ensemble on travaille ?3 Appro
he physique des di�érentes dé�nitionsLimite �nie en un réelLimite in�nie en un réelLimite �nie en l'in�niLimite in�ne en l'in�ni4 Les théorèmesThéorèmes de 
omparaisonThéorèmes des gendarmesOpérations sur les limitesLimites de fon
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omposées5 Comportement asymptotiqueDé�nition généraleAsymptote horizontaleAsymptote verti
aleAsymptote obliqueDominants et dominés6 Croyable mais faux !(Ly
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Comportement asymptotique Asymptote obliqueDé�nitionSoit ∆ la droite d'équation y =mx +p. Si une fon
tion f véri�elimx→+∞
(f (x)− (mx +p))= 0alors la droite d'équation ∆ est une asymptote oblique au voisinage de +∞à la 
ourbe représentative de f .

O x

y

y = f (x)

y = ax +b

limx→−∞
(f (x)− (ax +b))= 0 et limx→+∞

(f (x)− (ax +b))= 0 .(Ly
ée Jean PERRIN) 35 / 42



Comportement asymptotique Asymptote oblique
ExempleSoit f la fon
tion dé�nie sur ]0;+∞[ parf (x)=

1x2 +2x −1 .Prouver que la droite ∆ d'équation y = 2x −1 est une asymptote oblique àla 
ourbe représentative de f au voisinage de +∞.
(Ly
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Comportement asymptotique Dominants et dominésSommaire1 Qu'est-
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Comportement asymptotique Dominants et dominés
Exemplex 6= 0, 3x2−132x +27= x2 (3− 132x +

27x2 )limx→+∞
132x = 0limx→+∞
27x2 = 0 













par somme
=⇒ limx→+∞

(3− 132x +
27x2 )

= 3limx→+∞
x2 =+∞



























par produit
=⇒ limx→+∞

3x2 −132x +27=+∞
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Croyable mais faux !
Est-il vrai qu'une fon
tion stri
tement 
roissante tend for
ément vers +∞quand x tend vers +∞ ?On pourrait le penser en e�et : une fon
tion qui ne fait que 
roître vafor
ément monter vers +∞. Et pourtant 
'est FAUX !
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Croyable mais faux !
Est-il vrai qu'une fon
tion qui tend vers +∞ quand x tend vers +∞ estfor
ément 
roissante pour x assez grand ?On pourrait le penser en e�et : puisqu'il faut aller vers l'in�ni et au-delà, ilva bien falloir monter sans s'arrêter. Et pourtant 
'est FAUX !
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Croyable mais faux !
Est-il vrai qu'une fon
tion bornée tend for
ément vers un réel en +∞ ?On pourrait le penser en e�et : puisque la fon
tion est bornée, elle nepourra aller vers l'in�ni, don
 il faut qu'elle se stabilise quelque part. Etpourtant 
'est FAUX !
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Croyable mais faux !
Est-il vrai qu'une fon
tion tendant vers M en +∞ est majorée par MJ'avoue que 
'est di�
ile à 
roire, et pourtant la plupart des élèvestombent dans le panneau...
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