Guillaume CONNAN

Lycée Jean PERRIN

Septembre 2007

=] = = E nae
(Lycée Jean PERRIN) 1/42



Sommaire

0 Qu'est-ce qu'une fonction
Pourquoi est-il important de préciser sur quel ensemble on travaille?
Approche physique des différentes définitions
@ Limite finie en un réel
@ Limite infinie en un réel
@ Limite finie en I'infini
@ Limite infine en I'infini
e Les théorémes
@ Théorémes de comparaison
@ Théorémes des gendarmes
@ Opérations sur les limites
@ Limites de fonctions composées
e Comportement asymptotique
@ Définition générale
@ Asymptote horizontale
@ Asymptote verticale
@ Asymptote oblique
@ Dominants et dominés

@ Croyable mais faux!
s & - = Dace

(Lycée Jean PERRIN) 2/ 42



Qu'est-ce qu'une fonction

Définition

une fonction associe 3 TOUT élément d'un ensemble de départ un
UNIQUE élément d'un ensemble d’arrivée
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travaille ?

Définition

Soit f une fonction définie sur un ensemble & et xg un réel. Une assertion

est vraie au voisinage de xqg s'il existe un intervalle / contenant xg tel que
I'assertion soit vraie pour tout x de IN9
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travaille ?

Définition
Soit f une fonction définie sur un ensemble & et xg un réel. Une assertion

est vraie au voisinage de xqg s'il existe un intervalle / contenant xg tel que
I'assertion soit vraie pour tout x de IN9

Définition

Soit f une fonction définie sur un ensemble 2. Une assertion est vraie au

voisinage de +oo s'il existe un réel a tel que I'assertion soit vraie pour
tous les x de [a,+o0[
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Approche physique des différentes définitions Limite finie en un réel

Définition ( Limite finie en un réel)

Soit / un intervalle de R, soit f une fonction définie sur I'intervalle I vers
R, soit £ un réel et soit a un élément ou une extrémité finie de /. On dit
que f(x) tend vers € quand x tend vers a lorsque, pour tout € >0, il existe
a >0 tel que, pour tout réel x appartenant 3 In[a—a,a+a], on a
f(x)€[€—g,€+¢], c'est a dire si tout voisinage de a contient TOUTES les
valeurs de f(x) prises pour tous les x proches de a

= p(T)
pose, y=p
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Approche physique des différentes définitions

Limite infinie en un réel

Définition (Limite infinie en un réel)

Soit a€R, et soit f une fonction définie sur un intervalle /. Dire qu'une
fonction f a pour limite +oo en a signifie que tout voisinage de +oo
contient TOUTES les valeurs de f(x) prises dans tous les voisinages de a.

o
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Approche physique des différentes définitions Limite finie en I'infini

Définition (Limite finie en I'infini)

On dit que f(x) tend vers £ quand x tend vers +oo lorsque, pour tout réel
€>0, tout intervalle ]€ —g,€ +€[ contient toutes les valeurs de f(x) pour x
assez grand

20

T+E

T—€&

o = = = DA
(Lycée Jean PERRIN) 10 / 42



Approche physique des différentes définitions
Sommaire

Limite infine en l'infini

9 Approche physique des différentes définitions

@ Limite infine en I'infini

=} 5 DAy
ycée Jean PERRIN) 11/ 42



Approche physique des différentes définitions Limite infine en I'infini

Définition (Limite infinie en |'infini)

On dit que f(x) tend vers +oo quand x tend +oo lorsque, pour tout réel A
strictement positif, I'intervalle A, +oo[ contient toutes les valeurs de f(x)
pour x assez grand
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Les théorémes Théorémes de comparaison

Théoréme

Si pour tout x=m on a g(x) = f(x) et si im f(x) = +oo, alors
—+00

lim g(x)=+c0

X—+00

y
A
déja au-dessusduseuil | __ @
! y=rf)
Seuil :
|
|
intersection éventuelle | - - - ‘ |
| |
| |
1 1 >
0 m M X
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Démonstration.
On veut prouver que |ir11 g(x) = 400, donc on considére un réel positif A
X—+00
quelconque.
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Les théorémes Théorémes de comparaison

Démonstration.

On veut prouver que XETOOg(x) = +00, donc on considére un réel positif A
quelconque.

Puisque Xﬂwa(x) = +o0o0, il existe un réel M tel que, pour tout x =M, on
af(x)=A
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Les théorémes Théorémes de comparaison

Démonstration.

On veut prouver que XETOOg(x) = +00, donc on considére un réel positif A
quelconque.

Puisque XETmf(x) = +o0o0, il existe un réel M tel que, pour tout x =M, on
af(x)=A

De plus, pour tout x=m, on a g(x) = f(x)
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Les théorémes Théorémes de comparaison

Démonstration.

On veut prouver que XETOOg(x) = +00, donc on considére un réel positif A
quelconque.

Puisque XETmf(x) = +o0o0, il existe un réel M tel que, pour tout x =M, on
af(x)=A

De plus, pour tout x=m, on a g(x) = f(x)

Donc, si on appelle u le plus grand des réels m et M, pour tout x =, on a
g(x)= A, ce qui exprime que XETOOg(x) = +oo0.
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Les théorémes ~ Théorémes des gendarmes

Théoréme (Théoréme des gendarmes en ['infini)

Soient f, g et h des fonctions et £ et A deux réels.
Si “T g(x)= “T h(x) =€ et que g(x) < f(x) < h(x) pour tout x = A,
X—+00 X—+00

alors Xﬂrpoof(x) =¢

y
A
l+e ? y = h(x)
¢ T
t-¢ T ?
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
0 Ag Ay x
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Les théorémes ~ Théorémes des gendarmes

Démonstration.

On fixe un réel € >0 quelconque.

A A x o o =, <2 Dac

0
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Démonstration.

On fixe un réel € >0 quelconque.
Comme throog(x)zf, il existe un réel A, tel que, pour tout x > A, on a
g(x)€ll—¢,L+ef, ie. L—e<g(x)<l+e
Comme “T h(x) =2, il existe un réel A, tel que, pour tout x > A, on a
X—+00
h(x)€]€—¢,l+e[, i.e. —e<h(x)<l+e
Soit M le plus grand des réels Ag, Ay et A, alors on on a simultanément
pour tout x > M
l-e<g(x)sf(x)sh(x)<l+e

ce qui traduit que lim f(x) = +oo0.
X—+00

A A x o o =, <2 Dac
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Les théorémes ~ Théorémes des gendarmes

Théoréme (Théoréme des gendarmes)

Soient f, g et h des fonctions, £ et A deux réels et w un réel ou I'infini.
Si Jm)g(x) = Jmﬂh(x) ={ et que g(x) < f(x) < h(x) pour tout x = A, alors
Jir’r&)f(x) =0
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Les théorémes ~ Théorémes des gendarmes

Etudions la limite de f :

sinx
X+— —— en +oo.
X
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Les théorémes Opérations sur les limites

quatre cas :

Elles suivent le modéle réel avec un peu de logique derriére sauf dans
@ co— 00
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Les théorémes Opérations sur les limites

Elles suivent le modéle réel avec un peu de logique derriére sauf dans
quatre cas :

o0 — 00

0x o0

8 |8 olo
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Les théorémes Limites de fonctions composées

Propriété

Jim (9

=0

Soient w, Q et ¢ des réels ou l'infini et f et g deux fonctions, alors

= limgof(x)="¢
i T)= x—w
lim g(T)=¢
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Les théorémes Limites de fonctions composées

Etudiez la limite en —co de @ : x— v—=3x+1
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Les théorémes Limites de fonctions composées

Etudiez la limite en —co de @ : x— v—=3x+1

lim
X——00

-3x+1=+0c0

lim VT =+c0

T—+oc0

par composition
fr——

Jim (x) = +o0
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Définition
La courbe d'équation y = f(x) admet la droite d'équation y =ax+b

comme asymptote au voisinage de +oo si et seulement si
||m f — =
X—>+oo[ (x)—(ax+b)]=0

y=rfx)
fx)
ax+Db
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Définition
Si une fonction f vérifie

i ()

alors la droite d'équation y = ¢ est une asymptote horizontale en +oo a la

=/

courbe représentative de f.

y=f@

xLiToo f(x)=2.

(Lycée Jean PERRIN)
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Exemple
Soit f la fonction définie par

2
x“—x+1
f =
(X) x3+1
X—+00

Montrer que lim f(x)=0. Interpréter graphiquement ce résultat.
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Définition
Soit a un réel. Si une fonction f vérifie

)I(l_r:na f(x)=+o0
représentative de f.

alors |la droite d'équation x = a est une asymptote verticale a la courbe

\ ,
lim f(x)

=+o0 et limf(x) = —o0.
x—2
x>2 x<2
=} 5 DAy



Exemple
Soit f la fonction définie par

2 _
7((X):x x+1

x—1
ce résultat.

Etudier les limites de f au voisinage de 1 puis interpréter graphiquement
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Définition
Soit A la droite d'équation y = mx+ p. Si une fonction f vérifie

XETOO(f(X) —(mx+p))=0

alors la droite d’équation A est une asymptote oblique au voisinage de +oo
a la courbe représentative de f.

y

y=fx

(¢}

N

Xﬂrpoo(f(x) —(ax+b))=0 et

XLlToo(f(X)— (ax+ b)) =0.
] 5 DA



Exemple
Soit f la fonction définie sur |0; +oo[ par

f(x)=é+2x—1.

Prouver que la droite A d'équation y =2x—1 est une asymptote oblique a
la courbe représentative de f au voisinage de +oo.
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Comportement asymptotique Dominants et dominés

132 27
x#0, 3x2—132x+27 =x?|3—- — +

x  x?
132 0

g =—= ar somme 132 27
X—+00 2); 2 = x—h»T (3— ~ + —2) =3 par produit 2

lim =0 o = = lim 3x%—132x +27 = +co
X—+00 x2 X—+00

lim x°=+o00
x—+00
V.
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Croyable mais faux !

quand x tend vers +oo?

Est-il vrai qu'une fonction strictement croissante tend forcément vers +oo
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Croyable mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction strictement croissante tend forcément vers +oo
quand x tend vers +oo?

On pourrait le penser en effet : une fonction qui ne fait que croitre va
forcément monter vers +oo. Et pourtant c'est FAUX!
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Croyable mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction qui tend vers +oco quand x tend vers +oo est
forcément croissante pour x assez grand ?
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Croyable mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction qui tend vers +oco quand x tend vers +oo est
forcément croissante pour x assez grand ?

On pourrait le penser en effet : puisqu’il faut aller vers I'infini et au-del3, il
va bien falloir monter sans s'arréter. Et pourtant c'est FAUX!
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Croyable mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction bornée tend forcément vers un réel en +o00?
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Croyable mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction bornée tend forcément vers un réel en +o00?
On pourrait le penser en effet : puisque la fonction est bornée, elle ne

pourra aller vers I'infini, donc il faut qu’elle se stabilise quelque part. Et
pourtant c'est FAUX!
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Croyable mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction tendant vers M en +oco est majorée par M
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Croyable mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction tendant vers M en +oco est majorée par M
tombent dans le panneau...

J'avoue que c’est difficile a croire, et pourtant la plupart des éléves
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