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CHAPITRE

Logique
propositi

La logique est omniprésente en informatique, dés le plus bas niveau de I'archi-
tecture des ordinateurs (tout dépend en effet de petites portes logiques qui
laissent ou ne laissent pas passer le courant) mais aussi dans le domaine de
pointe de 'intelligence artificielle ot un « robot » est confronté au probléme
de conséquence logique : a partir d'un certain nombre de connaissances ac-
quises, que puis-je en déduire ? |l existe de plus des langages utilisant une
programmation dite logique comme le céléebre PROLOG.

Nous ne ferons dans un premier temps qu'étudier sommairement la logique
des propositions, c'est-a-dire une logique en dehors de tout contexte (spatial,
temporel,...)



6 1.1. TEST PRELIMINAIRE

Dr. McCoy : Mr. Spock, remind me to tell you that I'm sick and tired of your
logic.

Spock : That is a most illogical attitude.

n Test préliminaire

Voici un petit test proposé?® il y a quelques années a des étudiants entrant a I'Université et a
des professeurs de mathématique :

in « Star Trek : The Galileo Seven » (1967)

Soit un entier naturel n inférieur a 20. On considére la proposition « sin est
pair, alors son successeur est premier ». Quels sont les entiers qui rendent cette
proposition vraie ?

Ne lisez pas ce qui suit et répondez tout de suite®.
Ca y est ? Bon, analysons les réponses possibles. Notons £ = [0, 20]. Vous avez répondu...

— ... «1,2, 3, 4,5,6,7 9,10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19 » : vous avez triché ou bien
vous avez eu un bon cours de logique au lycée et vous l'avez bien étudié. La lecture des
paragraphes suivants va vous permettre d’aller plus loin;

— ... 2,4, 6,10, 12, 16, 18 » : c’est bien, vous n’avez pas triché mais malheureusement ce
n’est pas la bonne réponse. La lecture des paragraphes suivants devrait vous permettre de
progresser en logique pour affronter sereinement vos deux années d’IuT.

— ...« tous » : vous avez eu raison de ne pas sortir le jeudi soir pour travailler et vous remettre a
niveau. La lecture des paragraphes suivants devrait vous permettre de découvrir la logique,
I'arithmétique et la mathématique en général pour affronter sereinement vos deux années
d’luT.

E Contexte

On appellera proposition tout énoncé dont on peut décider s’il est vrai ou faux indépendamment
de ses composantes.

On distinguera la logique des propositions de la logique des prédicats qui introduit des variables
dans les assertions qui peuvent les rendre donc parfois vraies et parfois fausses.

Par exemple « Igor dort » est une proposition susceptible d’étre vraie ou fausse dans toute
situation alors que la valeur de vérité de « = dort » dépend de z.

Nous distinguerons également la syntaze de la logique des propositions de sa sémantique.
Le dictionnaire propose les définitions suivantes :

— syntaxe : n. f. (bas latin syntaxis, du grec suntaksis, ordre) Partie de la grammaire qui
décrit les régles par lesquelles les unités linguistiques se combinent en phrases.

— sémantique : n. f. (bas latin semanticus, du grec sémantikos, qui signifie) 1. Etude du sens
des unités linguistiques et de leurs combinaisons. 2. Etude des propositions d'une théorie
déductive du point de vue de leur vérité ou de leur fausseté.

L’étude de ’aspect syntaxique consiste a préciser comment 1’on construit les formules et ’aspect
sémantique interpréte les formules en terme de Vra: ou Fauz.

a. Cité dans la note de synthése de I'habilitation a diriger des recherches soutenue par Viviane DURAND-GUERRIER le 16 juin 2005
http://tel.archives-ouvertes.fr/docs/00/20/16/26 /PDF /hdrvdg.pdf page 47.
b. Personne ne sera au courant de votre réponse, alors n’ayez pas peur...
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CHAPITRE 1. LOGIQUE DES PROPOSITIONS 7

On doit d’abord vérifier si les formules sont bien écrites. On a donc d’abord besoin d’un alphabet,
c’est-a-dire un ensemble de symboles.
L’alphabet du langage de la logique des propositions est constitué de :

un ensemble fini (ou infini dénombrable, i.e. en bijection avec N) de variables proposition-
nelles. Ce sont les atomes ou plutét les propositions atomiques. Il s’agit des plus petites
propositions pouvant étre soit vraies, soit fausses. Par exemple : « Le prof de maths est
génial ».

la constante logique L qui se lit « FAUX ». On peut parfois également introduite la variable
T qui se lit « VRAI ».

les connecteurs = (NON), A (ET), v (OU), — (IMPLIQUE) et <+ (EQUIVALENT);

les parenthéses « ( » et « ) ».

Le connecteur — est un connecteur unaire et les autres sont des connecteurs binaires.
L’ensemble des formules de la logique propositionnelle est le plus petit ensemble F tel que :

toute variable propositionnelle est un élément de F;

1 est un élément de F;

sip € F, alors (—p) € F;

si p et g sont dans F, alors (pAq), (pV q), (p — q), et (p ¢ g) sont des éléments de F;

il n'y a pas d’autres expressions bien formées que celles décrites par les régles précédentes.

p— Vous aurez remarqué que ’ensemble F est défini a partir de lui-méme : on parle de définition
u , ,
TECUTSIVE.

Par exemple, s = ((p A (—q)) V (p ¢ (—7))) est une proposition mais = A (p)V ne l'est pas.
On peut se passer de quelques parenthéses en adoptant les régles de priorité suivantes :

- est prioritaire sur les autres opérateurs;

V et A sont prioritaires sur — et .

Mais attention! p VvV ¢ A r est ambigu.

Il y a bien plus de connecteurs logiques que ceux évoqués ici : combien y en a-t-il & votre
avis?

REEIGITE C e ris
On parle aussi d’arité d’un connecteur. Par exemple, — est un connecteur d’arité 1 et A est
un connecteur d’arité 2.

m Représentation a I'aide d’arbres

Une formule logique peut étre représentée par un arbre binaire. Reprenons la formule introduite
plus haut : s = ((p A (—g)) V (p & (—1)))

N
|
| |
s \%
A >
p - p -
q r
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8 1.4. SEMANTIQUE

Si une formule contient au moins un connecteur, on appelle connecteur principal de la formule
le connecteur qui se trouve a la racine de I’arbre (ici c’est —).

m Démonstration par induction

Si une propriété P portant sur les formules de F est telle que :

— toute variable propositionnelle vérifie P ;

— L vérifie P;
Théoréme 1 - 1 ) ) )

— si la formule p vérifie P, alors (—p) vérifie P;

— si p et g vérifient P, alors (pV q), (pAgq), (p — q) et (p > g) vérifient P;

alors toutes les formules de F vérifient P.

Ce théoréme permet par exemple de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 1 - 2 Toute formule de F a autant de parenthéses ouvrantes que de parenthéses fermantes.

On vérifie en effet les quatre critéres assez aisément.

m Sous-formules

Nous n’entrerons pas dans les détails mais on peut définir par induction les sous-formules d’une
formule donnée : on retiendra juste qu’il s’agit de toutes les formules apparaissant dans une
formule donnée.

Par exemple, ’ensemble des sous-formules de (p — ¢) V —(q <> r) est

{p—=a9,-(ger)qgerp0qr}

n Sémantique

Si 'on dispose d’une formule bien formée, on va pouvoir s’intéresser a sa valeur de vérité selon
les « mondes » possibles, c’est-a-dire en remplagant chacune des propositions atomiques qui la
composent par VRAI ou FAUX. On a alors effectué une interprétation de la formule : c’est une
fonction de I’ensemble des formules dans B,.

m Valeurs sous un environnement

— Une distribution de vérité (ou enuvironnement ou interprétation propositionnelle) est
Définition 1 - 1 - . .
une application v des variables atomiques de F dans B..

La valeur de vérité d’une formule va dépendre de ’environnement dans lequel on décide d’évaluer

la formule.
La wvaleur booléenne d'une formule f sous l’environnement v est définie récursivement par :
- V(J-’ U) =0;

— si p est une variable atomique alors V(p,v) = v(p);

— V(-p,v) = 1 ssi, V(p,v) = 0 (NEGATION);

— V(pAg,v)=1ssiV(p,v) =V(q,v) =1 (CONJONCTION);

— V(pVgq,v) =0 ssi, V(p,v) =V(g,v) =0 (DISJONCTION);

— V(p — ¢,v) = 0ssi, V(p,v) =1 et V(g,v) =0 (IMPLICATION);
— V(p ¢ gq,v) = 1ssi, V(p,v) = V(q,v) (EQUIVALENCE),

avec p et ¢ des éléments quelconques de F.

Soit la formule f = (p A (g V 7)) et l'environnement (v(p) = 1, v(q) = 0, v(r) = 1).
ttermi
Déterminez V(f,v).
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CHAPITRE 1. LOGIQUE DES PROPOSITIONS 9

V(f,(1,0,1)) =1

Notez bien la différence entre | et 0! L est une proposition appartenant a l’alphabet de la

logique des propositions alors que 0 est la valeur prise par cette proposition sous tous les
Remarque . , oy

environnements : c’est un élément de B;.

Par exemple, V(L,(0,1,1)) = 0.

m Avec Haskell

Sans entrer dans le détail, essayez de deviner ce qui se cache dans les lignes de code de ’annexe B
page 123.

m Tables de vérité

Lorsqu’'une formule ne fait intervenir que peu de variables atomiques, on peut regrouper dans
un tableau (une table de vérité) les 2™ (2 valeurs pour chacune des n variables) distributions
de vérité possibles.

Considérons par exemple la formule p V (—g — p) :

P g —q g —p pV (g — p)
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 0 0

m Tautologies, formules satisfiables, insatisfiables

Un peu de vocabulaire....

Définition 1 - 2

Un modéle d'une formule donnée est un environnement pour lequel la formule est vraie.

Par exemple, (v(p) = 1,v(q) = 0) est un modeéle de p vV (—g — p).

Une formule est satisfiable si, et seulement si, elle admet au moins un modéle.

Définition 1 - 3

Par exemple p V (g — p) est satisfiable.

Une formule f vraie pour toutes les interprétations de ses variables atomiques est une
Définition 1 - 4 .
tautologie. On note alors = f.

Par exemple, vérifiez que |= (-p V p).
Définition 1 - 5 Une formule qui n’admet aucun modéle est dite insatisfiable.

Par exemple —p A p est insatisfiable.

m Conséquences et équivalences logiques

Soit F une formule ou un ensemble de formules et G une formule. On dit que G est une
Définition 1 - 6 conséquence logique de F si, et seulement si, tout modéle de F est aussi un modéle de G.
On note alors F' = G.
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1.4. SEMANTIQUE

Prenons un exemple concret. Un juge vous dit :

« Je vous acquitte seulement si vous étes innocent. Or vous n’étes pas innocent donc je ne
vous acquitte pas. »

Ce raisonnement est-il correct ?

Notons a la variable atomique : « Le juge vous acquitte » et i la variable : « vous étes
innocent ».

Sile juge vous acquitte, cela implique que vous étes innocent (Le fait que vous soyez innocent
est une condition nécessaire & l’acquittement) donc on a a — ¢. De plus on sait que —:. La
conséquence logique en est —a.

Le raisonnement du juge peut donc étre modélisé par :

a—)i, —|i|:—|a

Est-il correct ? Il faut vérifier que tout modéle de a — ¢, -7 est un modéle de —a.

Les modéles de a — ¢ sont (v(a) = 0,v(z) = 0), (v(a) =0,v(z) = 1) et (v(a) = 1,v(z) = 1).
Les modéles de —z sont (v(a) = 0,v(z) = 0) et (v(a) = 1,v(z) = 0).

L’unique modéle de a — 7, =% |= —a est donc (v(a) = 0,v(z) = 0).

Les modéles de —a sont (v(a) = 0,v(z) = 0) et (v(a) = 0,v(z) = 1).

L’unique modéle de a — ¢, =t = —a est donc aussi un modéle de —a.

Le raisonnement est donc correct : si on n’acquitte que les innocents, le fait d’étre coupable
entraine d’étre accusé.

Quid de celui-ci :

« Je vous acquitte seulement si vous étes innocent. Or je ne vous acquitte pas donc vous
n’étes pas innocent »

Le raisonnement du juge est maintenant :

a—)i, —|a|:—|i

Or (v(a) = 0,v(z) = 1) est un des modéles de a — i, —a mais n’est pas un modeéle de —z.
Le raisonnement n’est donc pas correct et est mis en défaut par la situation : « le juge n’a
pas acquitté un innocent ».

Un systéme juridique ou la défense doit prouver l'innocence permet donc d’accuser des
innocents.

Vous pouvez vérifier qu'un systéme juridique ou l’accusation doit prouver la culpabilité
permet d’acquitter des coupables.

Notez la différence entre — et |=!... En fait « F/ |= G » signifie que « F — G est une
tautologie » ou encore « = (F — G) ».

Si F est un ensemble de formules, « F1, Fy,...F, = G » signifie « (F1AFo A---NFp) - G
est une tautologie ».

Considérez la table suivante :

((a —

altla—=t| | (a=i)A | a| . .
1) A1) = —a

11 1 0 0 0 1
1jo] o 1 0 0 1
0|1 1 0 0 1 1
0|0 1 1 1 1 1

On remarque que ((a — ¢) A 2) — —a est une tautologie donc que ((@ — ) A =2) = —a (i.e.
—a est une conséquence logique de ((a — ¢) A 7)) ou encore = (((a — %) A =i) — —a), ce qui
confirme le raisonnement effectué au paragraphe précédent.
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CHAPITRE 1. LOGIQUE DES PROPOSITIONS 11

m Formules d’équivalence de la logique des propositions

Définition 1 - 7

Soient F et G deux formules. On dit que F et G sont logiquement équivalentes si, et
seulement si, F' = G et G |= F. On note alors F' = G.

On peut prouver les différentes équivalences logiques suivantes a 1’aide de tables de vérité par

exemple :

Equivalence entre connecteurs

Double négation

Lois de DE MORGAN

Idempotence

Commutativité
Associativité
Contradiction
Tiers exclus

Lois de domination
Lois d’identité

Distributivité

Absorption

Pp—g=-pVg
peog=@P—9A(@—=p)={@AgV(PA )
-p=p

“(pAg) =PV g

“(pVg)=-PA—g

PVP=pApP=p

PAG=gAp

PVg=gqVp
pA(GAT)=(PAQAT=DpAgAT

pV(gVvr)
pA-p=_1

(pvVg)Vr=pvgVvr

pVp=T
pVT=T
pANL=1
pV.l=p

m Principe de déduction par réfutation de la conclusion

Voici un principe trés utilisé qui utilise des équivalences du tableau précédent :

Théoréme 1 - 3

Pour montrer que P, A P, A -+
P, AP A--- AP, A(—C) soit insatisfiable.

-A P, = C il faut et il suffit que la formule de réfutation

On dit alors qu’on a montré la validité par réfutation de la conclusion.
On montre ce théoréme a 'aide d’équivalences du tableau précédent :

p—qg=-pVget -pVg=-(pA—q)doncp— q=-(pA—q)

Ainsi, p — g est une tautologie si, et seulement si, =(p A —g) est une tautologie, i.e. p A =g est

insatisfiable.

Approche formelle de la logique propositionnelle (logique niveau

IL...)

m Principe général

Pour pouvoir effectuer une déduction logique uniquement & l’aide d'une analyse syntaxique (&
l’aide d’un ordinateur par exemple), on utilise trois outils :

Axiome : c’est une proposition primitive, admise a priori et considérée comme non démontrable
(Par exemple, en géométrie euclidienne, celle du collége et du lycée, on considére que par
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deux points distincts il ne passe qu’une seule droite. On ne le démontre pas, on le pose
comme axiome. Dans d’autres géométries, on n’utilise pas cet axiome et plusieurs droites
peuvent passer par un méme couple de points...).

Théoréme : c’est une proposition obtenue a partir des axiomes ou d’autres théorémes a ’aide de
régles appliquées aux symboles la constituant (ce sont des régles portant sur la syntaxe).

Si T est un théoréme, on note - T'.

Régle d’'inférence schéma de raisonnement permettant de produire de nouveaux théorémes a partir
de prémaisses qui sont soit des théorémes, soit des hypothéses.

Si Py, Ps, ..., P, sont les prémisses et T' le théoréme, on note Py, Ps,...,P, F T.

Voyons tout de suite un exemple :

« 31 je travaille en cours, j'aurai une bonne note. Or je travaille en cours donc j’aurai une bonne
note. »

Ce raisonnement est-il correct ? Représentons le schéma de raisonnement sous une forme cano-
nique.

Notons C : « Je travaille en cours » et N : « j’ai une bonne note ».

Cette régle d’inférence est trés importante et porte le nom latin de modus ponens (en latin,
ponere veut dire « poser ». Cela veut donc dire « posant C on a N » ;-).

On peut donc écrire :

C—>N,CFN

Notez bien la différence avec C — N, C = N ! Pour l'obtenir, on utilise des tables de vérité,
on étudie donc la sémantique des propositions. Dans le cas de C — N, C' + N, on regarde
juste si le schéma correspond a 'une de nos régles, en l'occurrence ici le modus ponens.
Cette derniére facon de prouver convient bien & une machine.

Quand l'approche formelle rejoint ’approche sémantique, on a un systéme logique qui est
dit consistant et complet. C’est le cas de la logique des propositions mais ce n’est pas le
cas de toutes les logiques, mais ceci est une autre histoire...

Ainsi, dans le cadre de votre cours de mathématiques, on a A |= B si, et seulement si,
AF B.

Voyons maintenant un autre exemple :

« Si je travaille en cours, j'aurai une bonne note. Or j’ai une mauvaise note donc je ne travaille
pas en cours ».

Avec les notations précédentes, on obtient :

() -N
(Ty -C

Ce schéma est correct et s’appelle modus tollens (en latin, tollere signifie enlever).

Voici un petit tableau des principales régles dans le systéme de HILBERT ol A, B et C sont des
formules quelconques :
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Théoréme 1 - 4

Régle de combinaison

Reégle de simplification
Régle d’addition

Modus ponens

Modus tollens

Syllogisme hypothétique
Syllogisme disjonctif

Régle des cas

Elimination de ’équivalence
Introduction de 1’équivalence

Régle d’inconsistance

A BFANAB
AANBFB

A+-AVB

AJA— B+ B

—-B,A— BF-A
A—-BB—-CFHA->C
AV B,-BF A

A— B,~A— BFB
A-~BFA—B
A—B,B—-AFA& B
A-A+B

La derniére régle est rigolote : avec des prémisses absurdes, on peut démontrer n’'importe

quoi...

Il existe d’autres systémes formels de la LP, notamment le systéme de LUKASIEWICZ qui

n’a que trois axiomes :

1. A— (B— A)

2. (A-(B—=C)—-» (A= B)—=(B—=0))

3. ("A— -B)—= (B— A)

avec comme unique régle d’inférence le modus ponens.

m Théoréme de la déduction

Théoréme de la déduction
Si APl B,alors P-A— B.

L’algorithme est le suivant :

L’utilisation de ces régles est grandement facilitée par le théoréme suivant que nous admettrons :
si on a une démonstration d’une formule B utilisant une hypothése A alors on peut construire
une démonstration de A — B qui n’utilise plus cette hypothése...en d’autres termes :

1. On fait I’hypothése de A : on le rajoute temporairement aux prémisses;

2. on démontre B en utilisant A et le reste des prémisses;

3. on fait abstraction de A : A n’est plus forcément valide mais on obtient la conclusion

A — B.

A — B (premiére prémisse)

B — C (deuxiéme prémisse)

A S o

A— C.

Démontrons par exemple le syllogisme hypothétique en utilisant uniquement le modus ponens
(MP).
Les prémisses au départ sont A - Bet B— C :

A (on rajoute temporairement A aux prémisses : on fait I’hypothése de A)
A, A — Bl B d'aprés le MP en utilisant 3. et 1. : on peut mettre B dans les prémisses
B,B — C' | C d’aprés le MP en utilisant 4. et 2.

on fait abstraction de A : A n’est plus forcément valide mais on obtient la conclusion

L’emploi d'un arbre binaire de déduction est peut-étre plus clair. Les nceuds sont des prémisses
ou des arbres de déduction. La racine est la conclusion. Le théoréme de déduction consiste donc
a rajouter la feuille A puis a la couper et remplacer la racine B par A — B :
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donne le nouveau théoréme :

A— B B—C

A—C

m Retour sur la démonstration par réfutation

On peut s’inspirer de cette méthode pour retrouver le principe de démonstration par réfutation.
Prenons par exemple le raisonnement suivant émis par David VINCENT : « Si John est un
envahisseur, il ne rigolera pas & mes blagues ou il aura le petit doigt de la main droite écarté.
John a rigolé a mes blagues et a le petit doigt serré contre ’annulaire. Ce n’est donc pas un
envahisseur »

Ajoutons dans les prémisses la réfutation de la conclusion et voyons ce qui se passe...

Soit E : « John est un envahisseur », R : « il ne rigolera pas de mes blagues », P :« il a le petit
doigt écarté ».

Les prémisses sont donc E — (RV P), =R, et =P et la conclusion —F.

Rappelons le principe de la réfutation : pour montrer que Pi, P, ..., P, |= C il faut et il suffit
que la formule de réfutation Py A Py A --- A P, A (—C) soit insatisfiable.

Nous allons donc mettre nos prémisses sous forme conjonctive.

Rappelons que A — B = —=AV B donc, dans notre cas d’étude, E - (RVP)=-EV (RVP) =
—EV RV P. Tout est donc prét...Rajoutons la négation de la conclusion a nos prémisses, a savoir
E.

-EVRVP —-R

\_’_1

~EV P -P

=

-F E
|
|

L

La conclusion étant |, notre hypothése E est donc fausse et heureusement pour David VINCENT,
John n’est pas un envahisseur.

Un raisonnement effectué a 1'aide d'un arbre : c’est magique non ? En tout cas, ca rend la
pensée programmable sur une machine...

m Raisonnement par I'absurde / par contraposée

« Avec le mot SI on peut faire tout ce qu’on ne peut pas faire. »
in Y’a du mou dans la corde a noeuds de Pierre DAC

On emploie parfois (et méme souvent...) en classe d’autres termes que ceux utilisés dans ce
chapitre.
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— La démonstration par contraposée est en fait le modus tollens :

(P2) —R
(Try -C

R est une condition nécessaire de C'. Si R n’est pas vérifiée alors C' ne peut pas l'étre.

Par exemple, si R est « ce quadrilatére est un rectangle » et C' « ce quadrilatére est un
carré ».

On a bien C — R comme prémisse. Si 'on démontre que le quadrilatére n’est pas un
rectangle, on pourra en déduire que ce n’est pas un carré.

On utilise juste I’équivalence des contraposées : C - R = -R — —C.
On démontre —C avec comme seule hypothése —R.
— La démonstration par ’absurde est plus compliquée car il faut rajouter une hypothése.

On a toujours comme hypothése —R et on rajoute a nos prémisses la négation de notre
supposée conclusion a savoir I’hypothése —(—C), c’est-a-dire C.

C C—R

T

R R

L

La conclusion étant 1, I'hypothése C est donc fausse et d’aprés la régle du tiers exclus,
—C est vraie.

On suppose que le quadrilatére n’est pas un rectangle. On suppose de plus que c’est un

carré. On arrive a une contradiction. L’hypothése « est un carré » est donc fausse : le
quadrilatére n’est pas un carré.

La faiblesse du raisonnement par 1’absurde est qu’il faut rajouter une hypothése et de plus
supposer vrai quelque chose que l’on sait faux. Comme le disait encore Pierre DAC dans ses
« Pensées » parues en 1972 : « St ma tante en avait on l’appellerait mon oncle ».

C’est pourquoi on préfére n’utiliser ce raisonnement que si ’on ne peut pas faire autrement.

H Récurrence

m Retour sur le raisonnement par récurrence et sur le sens de 'implication

Souvenez-vous du test initial introduisant ce chapitre : « si n est pair alors son successeur est
premier ».

Pourquoi a-t-on rajouté les nombres impairs a l’ensemble des entiers rendant cette proposition
vraie?

Parce que A — B est toujours vraie sauf dans le cas A est vraie et B est fausse. En particulier
A — B reste vraie quand A est fausse.

Ceci est primordial dans la démonstration par récurrence, en particulier dans le preuve de
I’hérédité.

Soit P, une proposition dépendant d’un entier n.

On démontre I'hérédité P, — P,41 en utilisant le théoréme de la déduction mais le fait que
P, — P, soit vraie n’assure pas que P, le soit.

11 faut de plus s’assurer que la propriété est vraie au moins une fois.

Ce type de raisonnement n’est donc pas une escroquerie comme certains éléves le pensent trop
souvent : « ah oui, on suppose que c’est vrai au rang n et on en déduit que c’est vrai au rang
n..».
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1.6. RECURRENCE

m Récursion, récurrence, induction

...des mots qui tournent autour du méme théme mais qu'’il faut savoir distinguer.

L’induction consiste a conclure a partir d’observations préalables : cela correspond a la démarche
expérimentale classique. Sans précautions, cela peut conduire a certaines contre-vérités. Par
exemple 3, 5 et 7 sont premiers donc on pourrait en déduire, par induction, que tous les nombres
impairs a partir de 3 sont premiers et pourtant...

L’induction mathématique ou raisonnement par récurrence corrige ce défaut. On part tou-
jours d’un résultat observé mais on démontre qu’il est vrai pour tous les éléments d’un ensemble
donné, éventuellement infini. C’est l'induction expérimentale corrigée par la rigueur du raison-
nement mathématique.

En informatique, une fonction récursive (ou un type récursif) est une fonction (ou un type)
qui fait référence a elle(lui)-méme dans sa définition. Ce mécanisme est trés puissant et permet
de condenser 1’écriture d’'un programme.

C’est l'induction mathématique qui nous intéresse ici. Rappelons quelques principes.
Pour prouver qu'une propriété P,, dépendant uniquement d’un paramétre n est vraie pour tout
n = ng, il faut vérifier que :

— Pp, est vraie (on parle parfois d’initialisation);
— pour tout n > ng, P, = Ppy1 (on parle parfois d’hérédité).

Quand on a besoin de supposer que non seulement la propriété est vraie pour un certain n
mais aussi pour tous les entiers qui lui sont inférieurs (pas seulement le pére mais aussi tous les
ascendants) on parle alors de récurrence forte.

Voyons un exemple...

m Génétique syldave

Les scientifiques syldaves viennent de mettre en évidence que la terrible maladie de Mathieu est
en fait héréditaire : cette maladie frappe depuis des siécles les petits syldaves et les fait naitre
avec un unique mais énorme cheveu sur la téte.

C’est Vaclav GRTSCHTSZ qui, le premier, contracta cette maladie en 1643 apreés étre rentré en
contact avec des vénusiens : ce fait peu connu marque la cause de l'apparition de la maladie
en Syldavie. Depuis, tous ses descendants ont souffert de ce terrible mal et aucun médicament
terrestre ne semble en mesure de stopper cette calamité.

Résumons les faits :

1. la maladie de Mathieu fait naitre les nouveaux nés avec un énorme et unique cheveu sur
la téte. Notons n la n® génération aprés Vaclav.

Notons P(n) la propriété : « la ne génération sera infectée par la maladie ».
2. initialisation : un premier syldavien est infecté en 1643, donc P(0) est vraie;

3. I'hérédité de la maladie a été prouvée : si un des parents de la k° génération est atteint,
alors ses enfants de la k + 1° génération seront également infectés, ce qui se traduit par

P(k) = Pk + 1)

4. nous en déduisons que, quelque soit la génération n des descendants de Vaclav, ceux-ci
seront infectés, c’est & dire que P(n) est vraie quelque soit l'entier naturel n.

Guillaume CONNAN - IUT de NANTES - Département informatique - Licence Creative Commons @ & @ - 27 février 2014


http://informathix.tuxfamily.org/

CHAPITRE 1. LOGIQUE DES PROPOSITIONS 17

Quelles sont les sous-formules de :
s= ((pA(m9) V (p < (7))

Remplissez la table suivante :

p|m]|p—om|-m|(porm)A-m | p ((p—= m)A-m)— —p
111
110
0] 1
0|0

Prouvez, a l'aide de tables de vérité, la premiére loi de DE MORGAN et la distributivité de la disjonction sur la
conjonction.

L’implication est-elle associative ?

Ecrire une fonction (z,y) — z Ay avec un « Si...ALORS...SINON »

Déterminez une table de vérité du connecteur IFTE défini sur BS par IFTE(z,y,z) = 1 si, et seulement si, ST x
vrai ALORS y vrai SINON z vrai est valide.

Soit p la proposition « Je mache du foin » et g la proposition « Je méche du grain ». Traduire par une phrase en

frangais :
1. —p 3. pVg 5. 7(pAgq)
2. pAg 4. ¢V -p 6. (-p) A (g)

Exercice 1 -8

On considére les propositions atomiques B, T, V, C représentant les assertions suivantes : « Héléne est belle », « Héléne
joue au Tennis », « Héléne fait du vélo », « Chri-Chri aime Héléne ». Enoncez des phrases simples traduisant les
propositions suivantes :

1. i. -B iv. ( BAV)—=C
ii. "\BAT v. C > (B+V)
iii. «(BvT) vi. ((BVT)A-V) = -C

2. Traduisez par une proposition simple les phrases

« Chri-Chri aime Héléne seulement si elle fait du vélo ».

ifi. « Chri-Chri aime Héléne si elle fait du vélo ».

iii. « Chri-Chri aime Héléne si, et seulement si, elle fait du vélo ».

iv. « Si Chri-Chri aime Héléne alors elle fait du vélo ».

V. « Si Héléne fait du vélo alors Chri-Chri l’aime ».

vi. « Il est suffisant qu’Héléne fasse du vélo pour que Chri-Chri ’aime ».

vii. « Il est nécessaire qu’Héléne fasse du vélo pour que Chri-Chri ’aime ».

Commentez les phrases suivantes en fonction de la logique des propositions :
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1. Si les poules ont des dents alors 2+ 2 =5; 3. Si 2+ 2 =5 alors les poules ont des dents.
2. Si 2+ 2 =5 alors les poules n’ont pas de dents;

Exercice 1 - 10
On considére les deux propositions :
— A :« Si je fait du vélo alors Chri-Chri m’aime » ;
— B : « Si Chri-Chri m’aime alors je ne fais pas de vélo ».

La proposition A A B est-elle satisfiable ?

Réécrire les phrases suivantes pour qu’elles soient équivalentes au sens de la logique des propositions en utilisant
« suffisant » ou « nécessaire » :

1. Si ses poules ne se lavent pas les dents, il ne vient pas en cours.

2. Si je range ma chambre, Héléne ne m’aimera pas.

Déterminez les contraposées, les réciproques puis les négations des propositions suivantes :
1. Si Max n’étudie pas son cours de maths, les filles le fuient.
2. Bill embrassera Céleste seulement s'il écrit de bons programmes en Haskell
3. Paul marquera un but seulement s’il lit la vie de Carl GAUSS en latin.

« In summary, I would like to convey a little positive message to you...I do not have any...Would two negative
messages suit you? »

Woody ALLEN

Reformulez la phrase suivante sans négations, prononcées lors du grand meeting du PUB, Parti Unique Bordure, afin
de choisir I’'unique candidat des futurs élections dictatoriales.

Dreter de Villenstein : « Il faut soutenir Josef Chrtzw. Et soutenir l’action de M. Chrtzw, ce n’est pas ne pas
soutenir notre ami a tous : Nikalai Schrpuntz ».

Exercice 1 - 14
Toute formule de F a autant de parenthéses ouvrantes que de parenthéses fermantes.

Montrez que le produit d’un irrationnel par un rationnel non nul est toujours un irrationnel. Avez-vous raisonné par
I’absurde ou par contraposée ?

Exercice 1 - 16
1. Ecrire z A =(—y A z) sous forme normale disjonctive.

2. Ecrire ~(~(zAy)Az) A=((—zV2)A(—yV—z)) sous forme normale (disjonctive ou conjonctive, & vous de choisir...)

Ecrire les formules suivantes sous forme normale disjonctives et dire s'il s’agit de tautologies :
1. pAgAT - DpVgq 3.(p—q) —0p
2. (p—=aAr(g—r)—=(p—r) 4. (p<(qvr)) = (g—=pVr)
— L’opérateur | est définipar 1/ 1=1]0=0)1=0et 0] 0= 1 qu'on appellera « NOR »;

— L’opérateur 1 est défini par 110=011=0170=1et 117 1=0 qu'on appellera « NAND ».
Montrer que :

1. z=ztz=zlz .zvy=(zT2)T(yTv) 5. zvy=(zly)l(zly)
2. zAy=(z1y)T(z1y) 4. zhy=(zlz)l(yly)

Exercice 1 - 19

Le connecteur® est définipar: 10 1=0,1090=1,001=1et 0 0=0.
1. Simplifier :
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i.z00 iil. 201 iii. 202 iv. 2@ 2
2. Montrer que :

i.zdy=(zVy A (zAy) ii.zoy=(zAy)V(zAYy)
3. L’opération & est-elle commutative ?
4. Vrai ou faux?

i.z0(y@z)=(z0y) D2 ii. zV(y@z)=(zVy) ®(zVvz) il.zd(yvz)=(z®y)V(zD2)
3 TN Tl Systeme complet

Sachant que {—|, A, V} est un scc, montrez que {—|, —)} est lui aussi un scc (ce qui sera utile pour le systéme formel
de LukasiEwicz (philosophe polonais (1878 - 1956))...). {A, V} est-il un scc?
{1} est-il un scc?

m Demi-additionneur

On veut additionner deux nombres binaires de un bit. La sortie sera double : une variable u contiendra 1’« unité » et

une variable r contiendra la « retenue ». Dresser un tableau puis dessiner un circuit ayant deux sorties avec les portes
NOT, AND et OR.

IEZEEEEE ) ivisibilité booléenne

Pour représenter les nombres en base 2, on va utiliser quatre atomes b3, by, b1, by correspondant chacune aux bits de
poids décroissants. Par exemple, (11);9 = (1011), sera représenté par v(bs) = 1, v(b2) = 0, v(b1) = 1 et v(bg) = 1.
Déterminez une formule qui est vraie si (b3bab1bg)2 est divisible par 4 ou 5. Vous donnerez votre réponse sous fnc ou
fnd.

Que vous inspirent les petits dessins suivants :

Exercice 1 - 24
Les images des entiers naturels par la fonction p : n +— n? —n + 41 sont des nombres premiers.

On se propose de démontrer que tous les étudiants d’IuT ont le méme &ge et, pour cela, on note P (n) l'affirmation
« si on choisit n étudiants (n € N*), il est str qu’ils ont tous le méme dge »

Il est clair que P (1) est vraie.

Démontrons que P(n) — P (n + 1). Pour cela nous supposons que P (n) est vraie (c’est 'hypothése de récurrence)
et nous choisissons un groupe quelconque de n + 1 étudiants que nous ordonnons par ordre alphabétique (pourquoi
pas). D’aprés 'hypothése de récurrence, les n premiers de ’ordre alphabétique ont tous le méme &ge ainsi que les n
derniers. Comme ces deux groupes de n étudiants ont au moins un étudiant en commun, on en déduit qu'’ils ont tous
le méme age.

Nous venons de démontrer que P (n) — P(n + 1) pour tout n > 1 et, comme P (1) est vrai, P (n) est toujours vrai
pour tout n > 1. Y a-t-il une erreur dans le raisonnement ?
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Exercice 1 - 26
Vous allez voir votre médecin en espérant qu'’il a suivi des cours de logique.
Voici la situation :

— Les gens qui ont la maladie de Schplurz doivent prendre le médicament Xlurbix;

— Les gens qui ont de la fiévre et des poils qui poussent au fond de la gorge ont la maladie de Schplurz;
— Ceux qui ont une température supérieure a 38° sont considérés comme ayant de la fiévre;

— Vous avez des poils dans la gorge et 39,5° de température.

Le médecin va-t-il vous prescrire du Xlurbix ?

C’est bientét la fin de 1’épisode de « Police squad ». L’inspecteur Franck DREBIN livre sa version des faits au juge
pour savoir qui de Vincent LubwiG ou de Quentin HAPSBURG est le véritable auteur du meurtre de la reine.

« St Vincent n’a pas rencontré Quentin [’autre nuit, c’est que Quentin est le meurtrier ou Vincent est un
menteur. S1 Quentin n’est pas le meurtrier, alors Vincent n’a pas rencontré Quentin l’autre nuit et le crime a
eu lieu apres minuit. St le crime a eu lieu aprés minuit, alors Quentin est le meurtrier ou Vincent n’est pas
un menteur. Donc Quentin est le meurtrier. »

L’inspecteur DREBIN est-il un bon logicien ?

Exercice 1 - 28

Les jeux virtuels sur ordinateur font souvent appel a des énigmes logiques régies par le calcul des propositions. Vous
participez actuellement a une partie dont les régles sont les suivantes :
Les propositions composant une énigme sont alternativement vraies et fausses, c’est-a-dire que :

— soit les propositions de numéro pair sont vraies et les propositions de numéro impair fausses;
— soit les propositions de numéro pair sont fausses et les propositions de numeéro impair vraies.

Dans un labyrinthe, vous vous retrouvez bloqué dans une salle face a une porte sur laquelle se trouvent deux inter-
rupteurs etiquetés A et B en position ouverte. Sur son seuil figure l'inscription suivante :
Pour ouvrir la porte :

P1 Il faut fermer l'interrupteur A.
P2 [l faut fermer simultanément les interrupteurs A et B.
P3 Il ne faut pas fermer l'interrupteur B.

Attention, en cas d’erreur la salle s’auto-détruira...

1. Exprimer P1, P2 et P3 sous la forme de formules du calcul des propositions dépendant de A et de B.
2. Exprimer la régle du jeu dans le contexte des propositions P1 , P2 et P3.

3. En utilisant le calcul des propositions, déterminer 1'action a effectuer pour ouvrir la porte.
(3 G170 1N Sujet CCP 2011

Dans un futur lointain, ’espéce humaine a découvert une autre espece consciente. L’étude de cette espéce a permis
de découvrir qu’elle est capable de percevoir si quelqu'un dit la vérité ou un mensonge. Les membres de cette espéce
respectent les régles de politesse suivantes lors des discussions au sein d'un groupe : « Les orateurs doivent rester
constants au cours d’une discussion : soit ils disent toujours la vérité, soit ils mentent toujours. De plus, si un orateur
dit la vérité alors 'orateur suivant doit également dire la vérité. Si le sujet de la discussion change, les orateurs sont
libres de changer leurs comportements. ».

Vous assistez a une discussion sur les moyens d’attaque et de défense que peut posséder la faune de cette planéte entre
trois membres de cette espéce que nous appellerons A, B et C.

A : « Le kjalt peut avoir un dard ou des griffes. »

B : « Non, il n’a pas de dard. »

C : « 11 a des pinces et des griffes. »

Nous noterons D, G et P les variables propositionnelles associées au fait qu'un kjalt posséde respec- tivement un dard,
des griffes et des pinces.

Nous noterons Al , Bl et C1 les formules propositionnelles associées aux déclarations de A, B et C dans cette premiére
discussion.

C quitte le groupe et la discussion change de sujet pour parler de la flore de la planéte.

A : « Un lyop peut étre de couleur mauve mais pas de couleur jaune. »

B : « Il ne peut pas étre de couleur verte. »
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A:

« Il ne peut étre de couleur verte que s’il peut étre de couleur jaune. »

Nous noterons J, M et V les variables propositionnelles associées au fait qu'un lyop peut étre respectivement de couleur
jaune, mauve et verte.
Nous noterons A2 , A3 et B2 les formules propositionnelles associées aux déclarations de A et B dans cette seconde

discussion.

1.

2.

Représenter les régles de politesse appliquées a la premiére discussion sous la forme d’une formule du calcul des
propositions dépendant des formules A1 , Bl et C1 .

Représenter les informations données par les participants de la premiére discussion sous la forme de formules du
calcul des propositions Al , Bl et C1 dépendant des variables D, G et P.

En utilisant le calcul des propositions (résolution avec les formules de De Morgan), déterminer le (ou les) moyen(s)
d’attaque et de défense que peut posséder un kjalt.

Représenter les régles de politesse appliquées a la seconde discussion sous la forme d’une formule du calcul des
propositions dépendant des formules A2 , A3 et B2 .

Représenter les informations données par les participants lors de la seconde discussion sous la forme de trois
formules du calcul des propositions A2 , A3 et B2 dépendant des variables J, M et V .

En utilisant le calcul des propositions (résolution avec les tables de vérité), déterminer la (ou les) couleur(s)
possible(s) pour un lyop.
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Clande Chevalley

En 1934, de jeunes mathématiciens francais se réunissent dans un café du
quartier latin. Quatre ans plus tard, le groupe Bourbaki publie le premier cha-
pitre des « Eléments de mathématique » qui bouleversera I'enseignement de
la mathématique au XX¢ siécle. En particulier, dans l'introduction, le groupe
précise « qu'autrefois, on a pu croire que chaque branche des mathématiques
dépendait d'intuitions particuliéres [...] ce qui eit entrainé pour chacune la
nécessité d'un langage formalisé qui lui appartint en propre. On sait aujour-
d’hui qu'il est possible, logiquement parlant, de faire dériver presque toute
la mathématique d’une source unique, la Théorie des Ensembles. »

lls introduisent ensuite ce qu'ils appellent la méthode axiomatique qui est
« l'art de rédiger des textes dont la formalisation est facile 4 concevoir. »
Cette méthode « permet [alors| lorsqu'on a affaire 4 des étres mathéma-
tiques complexes, d'en dissocier les propriétés et de les regrouper autour
d’un petit nombre de notions, c'est-a-dire [...] de les classer selon les struc-
tures auxquelles elles appartiennent. ».

Dix ans plus tard, les premiers ordinateurs apparaissent, dix ans apres, le
premier véritable langage structuré, Fortran, est introduit, notamment sous
I'égide de John Backus qui en fait vingt ans aprés une sévére critique dans
un célébre article « Can programming be liberated from the Von Neumann
style 7 A functionnal style and its algebra of programs ».

Enfin, depuis une dizaine d'années, le paradigme fonctionnel est en plein
essor car, comme |'avait précisé Backus deés 1978, il permet de combler de
grosses lacunes des langages traditionnels.

L’informatique a donc une histoire, fortement liée a celle de la mathématique
et c'est cette histoire commune que nous allons explorer a partir d'aujour-
d’hui pour vous permettre de devenir les informaticen(ne)s de demain...
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n L'informaticien(ne) sur le terrain

Imaginons que vous effectuiez votre stage au service de 1'état civil de la mairie de Klow. On
vous demande de construire un logiciel qui va permettre aux employé(e)s de gérer les données
de ’ancien fichier papier.

Pour permettre de vous organiser, vous dressez des petits schémas du style :

a un pere
une personne un homme

vit dans

une ville

o
2% dQ?zS

Schéma 1

a pour parents (
une personne — un couple (f, h)
biologiques L

a pour premiére

726re > composante
ZOZO
QZng
une femme
Schéma 2
a pour enfant

une personne une personne

Schéma 3

Que vous inspire ces différents schémas ? Leurs différences ? Leurs points communs ?

Pour régler ces problémes, l'informaticien(ne) va devoir formaliser, spécifier, abstraire, faire
appel aux notions mathématiques d’ensemble, produit cartésien, relation, fonction, compo-
sition, structure et quand il sera trés fort il pourra parler de catégorie.

Il faudra ensuite penser & une implémentation dans un langage donné, en construisant au
besoin des types.

Il sera méme utile de compter les données collectées et il ne faut pas oublier que l'ordinateur
est un « computer » pour qui tout est nombre...

Plus généralement, 'informatique est une science (jeune) et l'informaticien(ne) doit donc em-
ployer une démarche scientifique vis-a-vis des programmes, algorithmes, etc. : la mathématique,
une science bien plus ancienne et bien « rodée », lui fournit un modéle utile et méme indispen-
sable.

E Tout est ensemble

Tous ensemble, tous ensemble, hé, hé
Tous ensemble, tous ensemble, hé, hé
Tous ensemble, tous ensemble, hé, hé

m Une définition ?

La notion d’ensemble peut paraitre évidente : le dictionnaire parle de « groupe, assemblage
d’éléments formant un tout ou ayant les mémes caractéristiques ». Les mathématiques du XX ¢

Nantes, Rue de Strasbourg,13 Mai 2003
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2.2. TOUT EST ENSEMBLE

Georg CANTOR
(1845 - 1918)

siécle ont pour base la théorie des ensembles : il s’agit donc d’un concept de base et méme DU
concept de base, encore plus basique que la notion de nombre car nous verrons que les nombres
entiers peuvent étre définis et construits a ’aide d’ensembles.

Pourtant, une définition correcte est trés délicate a donner : comme souvent, plus la notion parait
simple, plus il est compliqué de la définir. L’adage « plus c’est stmple, plus c’est compliqué »
est d’ailleurs une des grandes frustrations en informatique : il faut expliquer des choses qui
paraissent évidentes a des machines stupides...Pourtant, c’est aussi une chance : réfléchir et
bien définir chaque notion est une contrainte mais cela permet & l'informaticien(ne) de pouvoir
avancer avec confiance.

La définition usuelle due & ZERMELO et FRAENKEL (début du XXe siécle) est bien trop com-
pliquée a notre niveau et nous utiliserons plutét la théorie naive introduite de maniére révolu-
tionnaire a la fin du XIX® par CANTOR.

m Kit de survie en logique des prédicats

Pour construire notre théorie mathématique, il faut passer par tout un stade assez aride de mise
au point des « briques » sur lesquelles tout va se construire, sachant qu’on part de preque rien :
les premiers circuits électroniques de ’ordinateur...

Nous passerons cette étape fondamentale mais difficile : il faudra cependant étre conscient de
son existence.

Nous allons voir rapidement quelques notions supplémentaires de logique dont nous avons besoin
tout de suite.

Au tout début du début, une théorie mathématique comporte des régles qui permettent de
dire si des assemblages de signes sont des relations, des termes ou des théorémes de la théo-
rie...Mmmmouais...

Bon, disons que ’on considére un « tout » contenant des « objets » distincts. On peut vérifier
si certains de ces « objets » vérifient ou non une « propriété ».

Par exemple « &tre un gargon » est une propriété vérifiable si I’on considére I’amas d’étudiant(e)s
d’INFO 1 : on peut répondre par oui ou non a la question « truc est un garcon ».

On peut alors former l'ensemble G des gargons d’INFO 1 : ses éléments sont ceux qui vérifient
la propriété. On peut noter alors :

G = { étudiant | (étudiant est en INFO1) ET (étudiant est un gargon)}

On notera indistinctement « Robert appartient a G », « Robert est un élément de G », « G
contient Robert », « Robert € G », « G 3 Robert ».

La notation € est due au mathématicien anglais Bertrand RUSSEL en 1903 qui reprenait
I’epsilon ¢ de l'italien Giuseppe PEANO en 1889 mais en « l'arrondissant » compte-tenu des
contraintes typographiques anglaises sous la forme € qui a donné €.
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Par exemple « est un entier pair » est une propriété définie sur I’ensemble N des entiers
naturels que nous noterons P. Alors 2 vérifie P mais pas 3.

Ces notions s’introduiront naturellement sur notre futur ami Haskell dont nous parlerons
bient6t :

Haskell

‘naturels = [0..] ‘
‘pairs = [n | n <- naturels, mod n 2 == 0] ‘
'petits_pairs = [n | n <- [0..15], mod n 2 == 0] |
' petits_pairs_bis = [2+k | k <~ [0..7]] |

m Alors on obtient par exemple :

Haskell

‘Prelude> petits_pairs ‘
1 [0,2,4,6,8,10,12,14] ‘

On notera aussi 2 € pairs ou encore 2 € {z|(z € N)AP(z)} ouencore 2 € {t|(t € N)AP(t)}
ou encore P(2) ou encore 2 € {z|z est un entier naturel et z est pair}.

Ainsi P(z) signifie que ’objet z vérifie la propriété P. Pour signifier que z ne vérifie pas P,
on notera ~P(z) (« non P de z »).

On notera donc aussi 3 ¢ pairs ou encore 3 € {z|(z € N) A ~P(z)} ou encore 3 ¢ {t|(t €
N) A P(t)} (est-ce équivalent :-) ? )ou encore —P(3).

Considérons une autre propriété R : un nombre z vérifie R si, et seulement si, son carré vaut 2.
Quelque soit l'entier z, on a z2 # 2. On notera cette propriété par Vz(z € N A —R(z)).

V est un quantificateur universel (c’est un A & l'envers, car en allemand, ce symbole se lit fir
Alle et a été introduit en 1934 par Gerhard GENTZEL...).

Considérons une autre propriété S : un nombre ¢ vérifie S si, et seulement si, son carré vaut 4.
11 existe au moins un entier qui vérifie S : il s’agit de 2.

On note alors 3z(z € N A S(z)).

3 est l'autre quantificateur universel introduit par Giuseppe PEANO en 1897 (un E a lenvers
comme dans FEsiste almeno uno).

On peut méme préciser que cet entier est unique en faisant suivre le quantificateur d’un point
d’exclamation :

Az(z € NA S(2))

Avec Haskell :

Haskell

‘s :: (Num a, Eq a) => a -> Bool
‘S = \X —> xA2 ==

Haskell

*Main> s 2

True

*Main> s 2.0

True

*Main> s 3

False

*Main> any s [0..]
True

*Main> find s [0..]
Just 2

*Main> filter s [0..100]
[2]
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Paradoxe de Russel

Dans une ville, il n’y a qu'un barbier qui rase tous ceux qui ne se rasent pas eux-mémes :
qui rase le barbier ?...

Plus formellement, cette chose :

8= {E|E est un ensemble A E ¢ E’}

ne peut pas étre un ensemble (pourquoi?).

Pour éviter ce genre de probléme, nous n’utiliserons nos définitions par compréhension que
pour des objets appartenant a des ensembles connus.

C’est un peu l'esprit de la correction de la théorie naive donnée par FRAENKEL.

Voici par exemple un critére de définition de V et 3 qui pourrait nous é&tre utile pour définir
notre type « ensemble » sur Haskell :

Ve(z € E— P(z)) =E={z€ E|P(z)}
Jz(c€ E— P(z))={c€E|P(xz)} #£0
Théoréme 2-1

- (Vz(z € E — P(2))) = Jz(z € E — —P(z))

- (Jz(z € E — P(2))) =Vz(z € E - —P(z))

E Parties d’un ensemble

m Notion d’égalité

Axiome d’extensionalité
Définition 2 - 1 Deux ensembles A et B sont égaux si, et seulement si, ils contiennent les mémes éléments.
On écrit alors A = B.

Ca parait idiot mais cela permet de bien cerner le probléme : c’est la notion d’appartenance d’un
élément a un ensemble qui est primordiale.

_ 2 _ _
Onnote E={z|z€ZAz?=1}et F={z|z€RA|z| =1}

Que pouvez-vous dire de F par rapport a F'?7

La notion d’égalité est trés importante et peut étre compliquée sur machine :

'Prelude> [1,2,3] == [1,3,2] |
| False \
' Prelude> 3 * 0.1 == 0.3 \
| False \
‘Prelude> 2 % 0.1 ==0.2 ‘
| True \

Nous reparlerons de maniére approfondie de tout cela dans le chapitre suivant lors de I'étude
des relations d’équivalence qui seront nos égalités créées selon des critéres que nous choisirons.
Par exemple, comment créer un test d’égalité de deux ensembles pour que la machine réponde
vraia {1,2,3} == {1,3,2}7..
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Définition 2 - 2

Théoréme 2 - 2

Théoréme 2 - 3

m Inclusion

inclusion
L’ensemble X est inclus dans I’ensemble Y si, et seulement si, tous les éléments de X sont
des éléments de Y. Cela se note

(XCY)e ((z€X)—(z€Y))

On dira indifféremment « X est contenu dans Y », « Y contient X », « X est un sous-
ensemble de Y », « X est une partie de Y ».

Voici maintenant un théoréme qui a ’air bien béte...mais il faudrait quand méme le démontrer
(vous vous rendrez compte qu’en informatique, c’est souvent les choses qui paraissent évidentes
qu’il est difficile d’implémenter!)

Tout ensemble F contient 1’ensemble vide.

La démonstration est ’occasion de bien comprendre les bases de la logique des propositions.
Que pensez-vous de la proposition suivante :

PCE)« ((z€0)— (z€ E)

Notations

Il faudra bien distinguer C, C et ¢. B G A signifie (B C A et B # A).

Il ne faut pas confondre avec B Q A qui exprime que B n’est pas inclus dans A. On dit
que B est une partie propre de A si, et seulement si, B C A avec B # A et B # 0 (il est
nécessaire que A ne soit pas vide et ne soit pas un singleton).

La notion d’inclusion va nous permettre de réécrire ’axiome d’extensionalité :

Axiome d’extensionalité version Il

(VX)(VY)((X CY)A (Y CX)) = (X =)

Pratiquement, ce sera le moyen le plus utile pour prouver que deux ensembles sont égaux et ce
que nous utiliserons pour l'implémentation du module « ensemble » :

Haskell

‘est_inclus :: (Eq a) = Ens a —-> Ens a -> Bool
\est_inclus ensl ens2 = pour_tout (contient ens2) ensl

'instance (Eq a) => Eq (Ens a) where

ensl == ens2 = (est_inclus ensl ens2) && (est_inclus ens2 ensl)

m Ensemble des parties d’'un ensemble

Voici un petit puzzle pour introduire notre propos...

Montrez que
{a} =B} oa=s
puis que 0 # {0} et {0} # {{0}}.

Soit maintenant E un ensemble, {X | X CE } est alors lui-méme un ensemble. C’est I’ensemble

des solutions de X C E d’inconnue X.

Cet ensemble admet toujours au moins deux éléments : lesquels ?
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On appelle cet ensemble ’ensemble des parties de E.

Nous admettrons que si E désigne un ensemble alors I'ensemble des parties de £ est un

Théoréme 2 - 4 ensemble noté P (E)

P(E):{X|XgE}

Prenons par exemple pour ensemble £ = {D, LM } alors :

P (B) = {0,{D} {L},{M},{D,L} {D, M}{L, M} ,E

Haskell

| #Main> let el = lit [’D’,’L’,’M’]
| «Main> ens_parties el

{{}{’M’}{’L’}{’L’ ’M’}{’D’}{’D’ ’M’}‘{’D’ ’L’}{’D’ 1Ly ’M’}}

Que dire alors de P (P (E)) ? Que c’est un ensemble « compliqué », qu'il a 256 éléments, comme
nous le prouverons bientét, dont en voici quelques uns :

On comprend tout de suite la difficulté d’imaginer ’ensemble des parties d'un ensemble...

m Construction récursive

La remarque qui va suivre va nous permettre & la fois de compter les éléments de P(E) en
fonction du nombre d’éléments de E et également de construire informatiquement 1’ensemble
P(E).

Il suffit de remarquer que si E = §, alors P(E) = {@}

Sinon, E contient au moins un élément z, les autres éléments de F formant un ensemble F' avec
F={a|la€ ENna+#z}.

Le monde des parties de E se partage alors en deux catégories : les parties qui contiennent z et
les autres...

P(E) est alors I'union de P(F) et des éléments de P(F') auxquels on a ajouté z.

Par exemple :

Haskell

‘ens_parties :: Egq a => Ens a -> Ens (Ens a)

‘ens_parties Vide = Ens (Vide,Vide)

\ens_parties (Ens (t,q)) = union pq (applique (insere t) pq)
‘ where pq = ens_parties q

n Algéebre des ensembles

Nous définirons bientét ce qu’est une algébre, ce qu’est une loi de composition. Contentons-nous
pour l'instant de définitions basiques & partir de ce que nous avons déja défini.

m Intersection

L’intersection des ensembles A et B est ’ensemble A N B constitué des éléments communs a
A et B.
Définition 2 - 3

AﬂB:{m|(m€A)/\(m€B)}

C’est une partie de E. De plus (z € ANB) & (z € ANz € B).
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ANB
Démontrez que (AN B = B) « (B C A).
m Union

L’union ou la réunion des ensembles A et B est ’ensemble :

Définition 2 - 4

AUB:{x|(m€A)\/(mEB)}

C’est une partie de E. De plus (z € AUB) «» (z € AVz € B).
On doit se persuader que le « ou » intervenant dans cette définition est un « ou non exclusif »
et par conséquent ona AC (AUB),BC(AUB)et (ANB)C (AUB).

AUB
Démontrez que (AU B = A) <+ (B C A).
m Différence

La différence des ensembles A et B est ’ensemble

Définition 2 - 5
A\B:{a:|(a:€A)/\(:v§éB)}

A\ B
Certains préférent utiliser la notation A — B & la place de A\ B.
m Différence symétrique

La différence symétrique des ensembles A et B est I’ensemble :

AMB = {z|(z€A\B)v(zeB\4)} =(4\B)u(B\4)

AAB = {:n|(meAUB)/\(mgéAﬁB)}:(AUB)\(AOB)

Guillaume CONNAN - IUT de NANTES - Département informatique - Licence Creative Commons @ & @ - 27 février 2014


http://informathix.tuxfamily.org/

2.4. ALGEBRE DES ENSEMBLES

AAB

Vous pourrez vérifier que AABAC peut étre représenté par :

C
A B
AABAC
La différence symétrique correspond au « ou exclusif » : fromage ou dessert...

m Complémentaire

A désignant une partie de E, le complémentaire de A par rapport a F ou le complémentaire
de A dans E est I’ensemble noté Gz A défini par

Définition 2 - 7

CEA:E\A:{:B|(3:EE)/\(:B¢A)}

CzA
S'il '’y a pas d’ambiguité sur le référentiel E, Lz A est noté 4 et A = A.

Remarque

A\B=ANnBet AAB=(ANB)U(ANB).

m Lois de De Morgan

Lois de De Morgan

Théoréme 2 - 5 n
Ja) -

n
=1 =

A, et W:OE

=1

Ca se démontre...
Ceci s’exprime en frangais courant de la fagon suivante :

— Le complémentaire d’'une union est égale a ’'intersection des complémentaires.

— Le complémentaire d’une intersection est égale a la réunion des complémentaires.
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m Dualité

Regroupons les lois algébriques vues précédemment dans un tableau. On considére des parties
A, B et C d’'un ensemble E.

Idempotence AUA=A ANA=A
Associativité (AUB)UC=AU(BUC) | (AnB)NnC=AuU(BnNnCQC)
Commutativité AUB=BUA ANnB=BnNA
Distributivité AU(BNC) = (AUB)N(AUC) | An(BUC) = (ANB)U(ANC)
Identité Aup=A ANE=A
Involution A=A
Complémentaire AUA=E ANA=10
E=0 0=F
De Morgan AUB=ANB ANB=AUB

Soit e une équation algébrique définie sur P(E). La duale e* de e est 1’équation obtenue en
remplacant N, U, E et 0 respectivement par U, N, @ et E.
Le principe de dualité affirme que si e est vérifiée pour tout élément de P(E), alors sa duale

e* aussi : ¢a se démontre...

B Partition d’un ensemble

E désignant ici un ensemble non vide. Soit P, une partie non vide de P(E) (on a donc
P CP(E) et P+#0) P est un ensemble non vide de parties de E. On dit que P est une
partition de F si, et seulement si,

Bictinitionaett 1. tout élément de P est non vide,
2. deux éléments distincts quelconques de P sont disjoints,

3. tout élément de E appartient a l'un des éléments de P.

Si F est fini, toute partition P de E est du type P = {A1, A,, ..., Ai} avec
k
A CEA#0,ANA =0sii#jet |JA=E
=1

On peut imaginer une partition de £ comme un découpage de E, aucun des morceaux étant
non vide, les morceaux étant tous disjoints deux a deux. Par exemple

{8}, {a, 6} {e,7}}

est une partition de l'ensemble {a, 8,7, 6,¢}.
Pour vous distraire, voici un exercice extrait de mon livre de CE1 :

Recopie les mots.

Entoure en rouge I'ensemble C des mots matin sapin
ou tu entends le son in. x x
Entoure en vert I'ensemble D des mots
ou tu entends le son on. lapin * ballon
Entoure en bleu I'ensemble E des mots x
ou tu entends le son a x

savon
Que peux-tu dire de |'ensemble E ?
(fais une phrase ol tu utiliseras x >
EC D) marron gazon
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Ce qui va nous intéresser informatiquement, c’est une fonction qui crée une partition d’un
ensemble selon une propriété, par exemple pour regrouper les entiers pairs parmi les entiers
de 0 & 10 dans un ensemble et les autres entiers dans un deuxiéme ensemble.

A vous de 'imaginer, récursivement bien sfir!

11 faut savoir que cette fonction existe déja en Haskell :

Haskell
‘Prelude> Data.List.partition (\x -> x < 0) [-1,5,-65,8,5,-12] ‘
| ([-1,-65,-12],[5,8,5]) |

Mais bon, ce qui est rigolo, c’est de créer nos fonctions...

n Produit cartésien

m A table

Cette partie va nous permettre d’introduire des notions informatiques fondamentales, notam-
ment dans le traitement des bases de données.
Vous étes embauché(e) dans un restaurant. Vous disposez de trois ensembles :

— l’ensemble des entrées :

E = {Cuisses de sauterelles panées, ceuf mou, huitres de l’Erdre}

— l’ensemble des plats de résistance :
P = {Turbot a 'huile de ricin, Chien a ’andalouse, Soupe d’orties}

— l’ensemble des desserts :
D= {Pomme, Banane, Noix}

Vous avez envie de créer un nouvel ensemble, celui des menus possibles. Une premiére idée
consiste & regrouper tout le monde en prenant £ U P U D.

Je sais bien que la gastronomie n’est pas la principale préoccupation des jeunes au palet perverti
par les tristes fastefoudes mais en général on commande UNE entrée SUIVIE D’UN plat de
résistance SUIVI D’UN dessert or la simple union que vous avez proposée peut vous faire choisir
un menu totalement différent : cing desserts et vingt entrées, dans n’importe quel ordre, par
exemple.

Nous avons besoin de créer un « objet » ordonné de trois composantes, chacune étant choisie
respectivement dans F, P et D.

Par exemple, (ceuf mou, chien & ’andalouse, pomme) est un menu. C’est un triplet, & ne pas
confondre avec ’ensemble {oeuf mou, chien a ’andalouse, pomme } qui n’est pas ordonné.

On peut avoir une vision de tous les menus possibles avec un arbre :

(@]

Cuisses

rI‘u.rbot | | Chien | | Soupe | | Turbot | | Chien | | Soupe | | Turbot | | Chien | | Soupe |
ﬂl\ &
Avec Haskell :
Haskell
(e = ["Cuisses", "Oeuf", "Huitres"] 1
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[ "Turbot", "Chien", "Soupe"]

p
d [ "Pomme", "Banane", "Noix"]

menus = [(x,v,2) | X <- e, y <- p, z <- d]

Les menus :

Haskell

‘ *Main> menus
‘ [("Cuisses", "Turbot

"o mon

, "Pomme™) , ("Cuisses", "Turbot", "Banane"),("Cuisses", "Turbot", NO_'L'X"? , ("Cuis:

Le type de la liste des menus :

Haskell

*Main> :t menus
‘menus :: [([Char], [Char], [Char])] \

m Paire ordonnée - Produit de deux ensembles

Comment créer de 1’ordre & partir du désordre...

Paire ordonnée

On note (a,8) = {{a}, {a,5}}

On remarque tout de suite que les roles de a et b ne sont pas symétriques.

L’égalité des ensembles va nous permettre de définir une égalité des paires : ce n’est pas la
méme! Un(e) informathicien(ne) doit bien s’en rendre compte...

Démontrez tout d’abord que :

({a:b}:ens{‘Tay})E((a::r/\b:y)v(a:y/\b:m))

puis que

({(@,b) =paire (z,y)) = (a =z Ab=1y)

On peut alors définir le produit (cartésien) de deux ensembles comme étant I'ensemble des paires
formées d’éléments de ces ensembles...

A®B={(ab)|(a€A)A (b€ B)}

Pour se représenter le produit cartésien £ ® F' avec E = {a,b,c} et F ={1,2,3,4,5}, on peut
évidemment 1'écrire en extension : il posséde 3 x 5 = 15 éléments (voir & ce sujet le paragraphe
suivant).

E®F:{(a71)7(a72))"' 7(0)5)}

mais il est souvent préférable de faire appel a un tableau du type suivant :

Avec Haskell :
Haskell

‘Prelude> [(x,y) | x <= [’a’,’b’,’c’1, v <- [1,2,3,4,5]] ‘
[Ca’,1),Ca’,2),(’a’,3),(’a’,4),(’a’,5),(’b’,1),(’b’,2),(’b’,3),(’b’,4),(’b’,5),(’c’, 1),
|
|

\(’C’,2),(’C',3),('C',4),(’C’,5)]
‘Prelude> [(x,y) | x<-[’a’,’b’,’c’], v <- [1,2,3,4,5], mod y 2 == 0]
‘[(’a’,2),(’a’,4),(’b’,2),(’b’,4),('C’,2),(’C’,4)]
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Mais comment faire avec notre menu qui a trois plats ordonnés ?

m n-uplets - Produit d’'un nombre quelconque d’ensembles

On peut dire qu'un menu est un couple formé d’une entrée et d’un couple plat de résistance-
dessert...
Définissons temporairement un triplet ordonné (a, b, c) par : (a, b, c) = (a, (b, c)).

Est-ce que c’est licite ? C’est-a-dire est-ce que c’est une définition...qui définit vraiment un
triplet ordonné ? Qu’est-ce que ca veut dire en fait « définit vraiment un triplet ordonné » ?

Comment va-t-on faire alors pour un quadruplet ? Un n-uplet ?
Recherche n
Qu’est-ce que C'est queca: By ® B, ® - ® B, = [| E; ?
=1

Je vous laisse un peu de place pour résumer les résultats...

Deux fonctions utiles :

Projections
Définition 2 - 11 On note m; (m2) la fonction définie sur un produit £® F' qui a un couple associe sa premiére
(deuxiéme) composante

Sur Haskell, c’est £st et snd :

Haskell
' Prelude> fst (‘a’,’b’)
Ya,
' Prelude> snd (’a’,’b’)
'b’

Contrairement a votre chambre, sur machine, il est beaucoup plus compliqué de créer du

désordre que de ’ordre.
arté . . . . A . .
= Nous suivrons donc le cheminement inverse de ce qui vient d’étre fait : nous partirons de
n-uplets ordonnés et nous créerons des ensembles non ordonnés...

ﬂ Notion de cardinal

Le cardinal d'un ensemble, c’est en gros le nombre de ses éléments. La notion de cardinal est
intimement liée a la notion de fonction et & I’ensemble N des entiers naturels que nous détaillerons
plus tard. Nous nous contenterons dans un premier temps d’une approche intuitive. Le cardinal
de E est indifféremment noté :Card (E) ou |E| ou #E
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Par exemple |@] = 0, cette notation ne devra bien sfir pas étre confondue avec la valeur absolue
d’un réel ou bien le module d’un nombre complexe. Quoi qu’il en soit, le contexte permettra
généralement de lever 'ambiguité.

Nous admettons les résulats suivants qui ne concernent que des ensembles finis : il faut en effet
savoir que les ensembles infinis ont aussi un cardinal, ce qu’a introduit CANTOR a la fin du XIXe
siécle...Cela I'a d’ailleurs rendu fou....

— Si A C B alors |A| < |B|. Une conséquence intéressante est celle ci : si A C B avec
|A| = |B| alors A = B.

— 4= B <al

— |AUB|=|A|+|B|-|ANnB

— Siona E; N E; = 0 lorsque i # 3, alors CJ E;| = En:|EZ|
=1 =1
- |E1®E’z|:|E1|.|E2|et
By ®@ B, ® - @ Eyn| = |Bu|.|Baf. - |Ea
2" = ()

— La formule suivante est absolument & connaitre :
[P (B)| = 2/#

Nous la démontrerons en exercice.

Une petite question d’anglais de spécialité... : nos amis anglo-saxons appellent P(E) power set
of E. Pourquoi?...

Comment calculer récursivement le cardinal d'un ensemble ?
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2.8. FONCTION CARACTERISTIQUE (NIVEAU II...)

E Fonction caractéristique (niveau Il...)

Nous avons déja indiqué quelques propriétés des opérations que nous venons de présenter, le plus souvent
sans démonstration car ces derniéres sont assez fastidieuses lorsque, pour démontrer 1’égalité de deux
ensembles, il faut envisager plein de cas. Les diagrammes de Venn peuvent nous aiguiller vers une
démonstration mais ne peuvent en aucun cas la remplacer. Nous allons, ici, présenter un outil tres
efficace qui permet de faire beaucoup de démonstrations sans trop de peine.

Soit E un ensemble. Pour toute partie A de F on définit la fonction caractéristique 14 de A dans E

par :

E — {0;1}
1a: 1 sized
z
0 sizcédA

Une propriété essentielle de cette notion est donnée par ’équivalencely = 1 < A= B
Vous ne voyez peut-étre pas trop ot se trouve la simplification ! Un informaticien utilise un « computer »,
c’est-a-dire un calculateur. Nous voudrons donc pouvoir calculer avec des ensembles.

Pour simplifier les écritures, nous utiliserons des opérations sur ces applications caractéris-
tiques :

— 14.15 ou 1415 définie pour tout = de E par (141lp)(z) =14 (z) x 15 (z);

— 1—14 définie par (1 —14)(z) =1—-14(z);
— 14 + 15 définie par (]lA-l-]lB) (:Z:) =14 (:13)+]lB (:I:)

On voudrait maintenant exprimer 14, 1anp, 145, 1aup et 14 B a1'aide de 14 et de 15.

145 =1— 14, c’est évident, ces deux applications coincident sur E.

l1ane = 1 alpg, c’est tout aussi évident, elles coincident sur F ; on en déduit que lana = 1ala =
Ta4.

la_g =14 —14lpg. On peut le démontrer en vérifiant la coincidence de ces deux applications
sur E mais il est plus judicieux de remarquer que A — B = AN B et du coup

]lA_B:ﬂAmgz]lA]IEZ]lA(l—]lB):]IA_]lA]lB

Concernant 1 4ug, pour trouver une formule similaire aux précédentes, il faut faire preuve d’un
peu d’imagination : nous utilisons le résultat X UY = X NY que nous démontrons a 'aide du
tableau suivant

z€X |z€Y | 2€eXUY |zeXNY
non non oui oui
non oui non non
oui non non non
oui oui non non

Ceci étant, AUB = AU B = AN B; on obtient alors
lavs =l=—==1-1l373
soit Taug =1—(1—14) (1 — 1) qui se développe en
Llave=1a+1p5—14als

Pour 14 A B je vous laisse prouver que : Tapp = 1a+1p —214l5.

Voici quelques propriétés (en vrac) importantes. Nous ne donnons que quelques démons-
echerche q 2 . g S N .
trations : le lecteur étant invité a les reprendre et a en faire d’autres...

U et N sont associatives et commutatives. Démontrons 1’associativité de l'intersection. Pour cela
choisissons trois parties quelconques A, B et C' de P (E). Il nous faut démontrer 1'égalité des
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ensembles U = AN(BNC) et V=_(ANB)NC et pour cela il suffit de prouver 1'égalité des ap-
plications caractéristiques de U et V' dans E. Allons-y : 1y = Lansne) = Llalsne = Lalpglc =
Tansle = 1. L’associativité de N et U permet d’utiliser les notations, lorsque k€ N*,

k
UJAi=A1UAU...UA,
1=1

k
NA:=AiNAN...NA,

=1

— ACB<—= AUB=B<= ANB=A<~— A-B={}

— AC(AUB),(ANB)CA

— A-A=ANA=AN{={}

— ANA=AUA=AU{}=AnE=AAN{}=4A

— AN(AUB)=A=AU(ANB)

— (A) =AANA={},AUA=ECs{} = =ELsE=E = {}

— N et U sont distributives 'une par rapport a l'autre :

ANn(BUuC) = (ANB)U(ANCQ)
AUu(BnC) = (AUB)N(AUQ)

La démonstration se fait, soit en vérifiant la double inclusion (c’est un bon exercice), soit en
utilisant les applications caractéristiques.

— La différence symétrique est associative et commutative. Démontrons 1’associativité toujours a
I’aide des applications caractéristiques :

IapBpo)y =1a+1ppc —2Lallppc avec Ippc = 1+ 1 — 21E5lc

donne
TapBpac)y =la+lp+1c —2141p —21alc —21plc +41alplc

On vérifie que 14 A B) A ¢ s’exprime de la méme fagon.

<f]1 Ai) - iL:Jl -

— Rappelons les lois de De Morgan

A;

1D

Nous avons déja démontré A; U A, = A; N As, pour démontrer

une récurrence immeédiate suffit :

(Uj Ai) = ((Q Ai> UAn+1> = <Ol A¢> NAnp = (ﬁA) NAni1

et l'associativité de l'intersection permet de conclure. Dans la formule

remplagons chaque A; par A; :

=1

et en écrivant 1'égalité des complémentaires de chaque membre il vient

i=1 =1
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2.8. FONCTION CARACTERISTIQUE (NIVEAU IL...)

L’intérét des fonctions caractéristiques est de pouvoir effectuer des calculs sur des ensembles
comme avec les nombres ce qui facilite la programmation des opérations ensemblistes..

Haskell
data Ens a = Ens (a -> Bool)
contient :: Ens a -> a -> Bool
contient (Ens f) e = f e
insere :: (Eq a) => a -> Ens a -> Ens a
insere e ens = Ens (\x -> (x == e) || (contient ens x))
union :: (Eq a) => Ens a -> Ens a -> Ens a
union ensl ens2 = Ens (\x -> (contient ensl x) || (contient ens2 x))
inter :: (Eq a) => Ens a -> Ens a -> Ens a
inter ensl ens2 = Ens (\x -> (contient ensl x) && (contient ens2 x))
filtre ::(Eq a) = (a -> Bool) -> (Ens a) -> (Ens a)
filtre pred ens = Ens (\x -> (contient ens x) && (pred x))
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L’ensemble universel est S = {1, 2,3,4, 5}. Pour chacune des propositions suivantes, donnez-en la négation puis la
valeur de vérité.

1. (3z)(z + 3 =10) 3. (3z)(z +3<5)
2. (Vz)(z + 3 < 10) 4. (Vz)(z +3<7)

L’ensemble universel est S = {1, 2, 3}. Pour chacune des propositions suivantes, donnez-en la négation puis la valeur
de vérité.

1. (Vy)(3z)(z?2 <y +1) 4. (Fy)(Vz)(z? <y +1)
2. (Fz)(Vy)(z2 <y +1) 5. (Vz)(Jy)(z? + y* < 12)
3. (Vo)(3Fy)(z2 <y +1) 6. (Vz)(Vy)(z? + y2 < 12)

Donnez la négation des propositions suivantes :
1. Tous les étudiants mangent du foin.
2. Il y a un garcon qui joue a la Barbie.
3. Il existe un seul ordinateur dans cette salle.
4. Si j’avais su, il y aurait eu une poche a la culotte du zouave.
5. Tous les étudiants travaillent et demain je serai riche.

6. Il y a des étudiants qui ne travaillent pas ou le Batoustan va quitter le Gourbi Occidental.

Parmi les ensembles suivants, quels sont ceux qui sont égaux ?

1. A={z|z€Retz® —4z+3=0} 5. E = {1,2}
2. B={z|zeRetz?-3z+2=0} 6. F={1,21}
3.C={z|zeNetz<3} 7. G={3,1}
4.D:{:r|$€Net$<56tmestimpair} 8.H:{1,1,3}

E =40,1,2,3,4,5,6}. Définir en extension les ensembles suivants :
1. Ay={zeN|z? € B} 3. s={zcE|2*€ E} 5. As={z€E|2z€E}
2. Ay ={zecR|z*€cE} 4. Ay={zcE|Jz€E} 6. As={zc E|%cE}

E ={0,1,2,3,4}. Compléter, lorsque c’est possible, par un des symboles (il peut y avoir plusieurs solutions, mais on
s’obligera a choisir celle qui donne le plus « de renseignements ») :

619:g12):7¢:gigi'”
1. 2..-B, 4. {2,3,4}---{4,3,2}, 7. E---E, 10. E---{0,1,2,3,...,10},
2. {2,3}---E, 5. {2,3,4}---{4,3,0}, 8. £---{E},
3. {2} -E, 6. {}E, 9. {}..-{B}, 11. {0,1,2,3,4,5} - E

La notion de type en informatique est encore un peu floue mais vous en avez déja une vague idée. Nous allons en
parler bientét.
La commande :t sur Haskell nous renseigne sur le type d’objet utilisé :

Haskell
‘Prelude> it ’a’ ‘
’a’ :: Char
| Prelude> :t [’a’,’b’] |
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[’a’,’b’] :: [Char]
Prelude> :t 3 == (2 + 1)

3 == (2 + 1) :: Bool
Prelude> :t (’a’,True)
(’a’,True) :: (Char, Bool)
Prelude> :t pi

pi :: Floating a => a

Comment « typeriez-vous » les expressions suivantes :

1. z€{z| P(z)} 4. (AuB)nC 7.z A—>z€B
2. {z|P(z)} 5. Vz(z € A — z € B)
3. (AUB)CC 6. A=B

Soit A = {1,2, ...,8,9}, B = {2,4,6,8}, C= {1,3,5,7,9}, D= {3,4,5}, E = {3,5} et Q = {A,B,C,D,E}.
Ecrivez les ensembles suivants par compréhension puis déterminez les éléments de Q qui vérifient les conditions
suivantes :

1. XUB=10; 2. XCDAX ¢ B, 3. XCAANX ZC; 4. XCCAXZA.

Trouvez des analogies et des différences entre C définie sur les ensembles et < définie sur les réels.

Exercice 2 - 10
Simplifiez au maximum les égalités suivantes :

1. (ANB)U(ANB) 2. (ANB)U(ANB)U(ANB)

Démontrez les propriétés de la section 2.4.7 page 31.

On définit un opérateur 1 sur les ensembles de la maniére suivante : A T B = (AN B).
Démontrer les égalités suivantes :

1. ATA=A,; 3. ATB)1(ATB)=A77? B.
2. (ATA)1(B1B)=AUB, 4. 7 est-il associatif ?

1. Expliciter
i. P({a,{a}}) ii. P({}) ii. P(P({})) iv. P(P(Ny))

2. Donner cing éléments de P (P (P ({a,b,c})))
3. i. Démontrer par récurrence que si £ posséde n éléments alors P(E) posséde 2™ éléments.
ii. Combien d’éléments P (P (P ({a,b,c}))) contient-il ?
iii. Combien d’éléments a P(P(P(P(P(0))))) ? Combien y a-t-il d’atomes dans I’Univers ?...

1. Soit A = {0,1}. Déterminer (A%\ {(0,0)}) ® A.

2. Soit A ={3,5,7} et B = {a,b}. Déterminer A%, B>, A® B, B® A, B>® A.

A, B et C sont trois ensembles tous différents de ’ensemble vide. Démontrer que

(ANB)®C=(A®C)N(B®(C).
1. On pose A = {a,b} et B ={b,c}.
i. Comparer P(A) NP(B) et P(AN B).
ii. Comparer P(A) UP(B) et P(AU B).

2. Répondre aux mémes questions avec A et B des ensembles quelconques.

Soient A et B deux ensembles. Démontrez que

(A®B=10) & (A=0VB=0)
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fonctie

Relation§&

Héléne aime Chri-Chri et Chri-Chri aime Johanna mais est-ce que Héléne
aime Johanna ? Chri-Chri aime Johanna mais est-ce que Johanna aime Chri-
Chri en retour ? Est-ce que Johanna s'aime elle-méme 7 Ces questions fon-
damentales sont liées a |'étude des propriétés de la relation « ...aime... ».
Quels liens rajouter entre des pages web pour pouvoir aller de n'importe
quelle page vers n'importe quelle autre? C'est un probléme de fermeture
transitive d'une relation...

Le SQL : de la programmation relationnelle...

Les réseaux sociaux : mettre en relation des sites marchands avec de poten-
tiels acheteurs.

Vous I'avez compris : les relations, ¢ca compte en informatique.

Ca compte aussi beaucoup de définitions : il y en a 42 dans ce chapitre...



42 3.1. PRELIMINAIRES...

Johanna : Sz votre relation est ausst compliquée, pourquot ne pas laisser tomber ?
C’est peu vraisemblable que ¢a fonctionne un jour.

Héléne : Quand on aime quelqu’un, se battre vaut le coup, peu importe les pro-
babilités.

Héléne et les gargons, épisode 217 (1992)

n Préliminaires...

Nous aurons besoin a ’occasion de quelques outils de calculs qui seront repris plus en détail
dans les mois a venir.

m Un peu de calcul matriciel

Nous aurons besoin de multiplier des matrices entre elles. Voici une disposition pratique pour
effectuer les calculs.

n
cij = ) auby
k=1

avec n le nombre de colonnes de A qui doit étre égal au nombre de lignes de B.

m Produit de deux matrices « carré »

’ B : 3 lignes 3 colonnes ‘

=a
[
w

Ci1 | C12 | Ci13

ajn  aijz2 a3
az2 As3

asi C31 C32  C33

’ A : 3 lignes 3 colonnes H C = A x B : 3 lignes 3 colonnes

produit de matrice non commutatif
ander Le produit de deux matrices n’est pas commutatif. Cela signifie qu’en général Ax B # B X A.
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m Produit d’une matrice « carré » et d’une matrice « colonne »

’B : 3 lignes 1 colonne‘

— |
—_>
|
a1 aiz ais C11
asi1 asz ass C31
’A : 3 lignes 3 colonnes C = A x B : 3 lignes 1 colonne

m Calcul booléen

Nous allons définir trois opérations déja évoquées en logique sur l’ensemble {0, 1} :

® 0 1 A 0 1 v 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 1 0 1 0 1 1 1 1

On pourra combiner le tout et multiplier et additionner des matrices booléennes avec ces opé-
rations.

On utilisera aussi souvent la matrice Attila(n,m) qui ne contient que des 1.

Soit par exemple

011 1 10
A=1110 e¢ B=11 0 1
0 01 011
Calculer A® B (somme booléenne terme a terme), A®Attila(3, 3) et AAB (produit matriciel
echerche

en utilisant le produit booléen A pour le produit des termes et @ pour leur somme).
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Définition 3 - 1

lercices et problémes

£ 1. voici un ensemble de fleuves F ={ Seine ; Loire ; Rhéne ; Garonne }
et un ensemble de cours d'eau : {Mamn ; Allier ; Sabne ; QOise ; Solrlrne} .
Représente ces ensembles ot trace les traits fléchés signifiant - =_.a pour
affluent...» Trace le tableau représentant tous. les couples ifleuve ; cours
d'eau). Indique comme au paragraphe | ceux de ces couples qui associent
un fleuve et un de ses affluents,

2 On a représenté un tableau indiquant les années de naissance des enfants
Lesage. Construis un schéma qui te donnera les mémes renseignements gue
ce tableau. Compléte :

...... est né en 1960 ;
...... est né en 1958 ;

Olivier est né en ... ..

Gérard Henri |Mathalie | Olivier | Micole
1958 1 0 0 o 0
1960 (1] 1 0 1 0
1963 0 0 0 1] 1
1968 0 0 1 0 0

3. On a représenté un schéma, essaie de l'interpréter. Fais un tableau donnant

les mémes renseignements :
E Béatrice x4—»
Eric

Jérome o 8 7""

Henri x4 %
Marcel x ? <:
x| %

Héléne

4

“Mzexm

4. Représents le schéma de I'ensemble des villes : V = { Nice ; Paris ; Lille ;
Lyon ; Toulouse } puis le schéma de I'ensemble des départements
D = { Seine ; Rhéne ; Nord ; Alpes Maritimes ; Hautﬂ-Ga.mnne} . Trace les
traits fléchés que tu veux de chaque ville & un département convenable. Peux-
tu donner une interprétation aux traits que tu as tracés 7

19
m Généalogie
Voici mon arbre généalogique :
Marcel & Giséle Giinter & Gertrude
Berthe Kurt & Tatiana Georgina  Barbarella

| | |
Clovis Dagobert Mathémator

Formez les couples (z,y) tels que z soit le grand-pére de y.

mhl'lur

Une relation a pour but de décrire les « liens » entre les éléments de deux voire plusieurs en-
sembles. Leur champ d’application est immense.

Une relation binaire entre deux ensemble E et F est la donnée d’un triplet (E, F,Gr) ou
Gr est un sous-ensemble du produit cartésien E x F'. On ’appelle graphe de la relation.

E est ’ensemble de départ de la relation et F' son ensemble d’arrivée.

Une relation n-aire entre n ensembles E,, Es,...,E, est la donnée d'un n+ 1-uplet constitué
de ces ensembles et d'un sous-ensemble du produit cartésien E; X Ey X --- X Ey.

Dans ce chapitre, nous nous contenterons d’étudier les relations binaires.
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Définition 3 - 2

Définition 3 - 3

Si(z,y) € Ggr, on dit que 1'élément z de l’ensemble de départ F est en relation par R avec
l’élément y de ’ensemble d’arrivée F'. L’écriture 2Ry ou R (z,y) est équivalente & (z,y) € Gr.
On dit que y est UNE image de z par la relation R et que = est UN antécédent de y. Si (z,v) ¢ Gg,
z n’est pas en relation avec y.

Méthode B
Le couple (z,y) de Gr est aussi noté z — y, c’est une notation de la méthode B.

m Retour au CE1

Reprenons la figure de mon vieux livre de CM1 page ci-contre.

La relation R est définie par « ...a choisi... (la) » avec un ensemble de départ qui est en fait
I’ensemble des éléves : B = {C’, N,M,0,D,H } et un ensemble d’arrivée qui est en fait I’ensemble
des jeux : J = {l,p,b, f,t}

Son graphe est :

Gr ={(C,1),(C,p),(N,1),(M,p),(0,b),(0,%),(D,1), (H,t)}

Les écritures suivantes sont équivalentes :
(C,p)eGr < CRp

Posons-nous la question « combien existe-t-il de relations (binaires) de E vers F' » ? Nous
venons de dire que, les ensembles E et F' étant précisés, la relation est déterminée par son
graphe qui est une partie de & x F. Il y a donc autant de relations de E vers F' que de
parties dans F x F, c’est & dire 2/F%FI,

Si, par exemple E a 106 éléments et F a 8 éléments, alors il existe 2848 relations de E vers
F or 288 & 2 x 10?%% et le nombre d’atomes estimé dans tout I'univers est 10%° : il y a donc
pas mal de relations possibles entre 106 garcons et 8 filles d’'INFO 1...

m Domaine, codomaine

L’ensemble des éléments de E qui ont au moins une image par R est I’ensemble de définition
ou domaine de définition de la relation R que ’on note le plus souvent par D ou dom(R).
Remarquons que l'on a forcément dom (R) C E.

dom (R) = {z | Iy ((z,y) € Gr)}

Sion est siir que dom (R) = E, c’est-a-dire que tout élément de 'ensemble de départ a au moins
une image, on dit que la relation R est totale, sinon est est partielle.

L’ensemble des éléments de F' qui ont au moins un antécédent dans E est appelé ’image
de R ou l'image de E par R ou le codomaine de R. On utilise indifféremment les notations
suivantes pour désigner le codomaine de Rnoté Im R ou Im(R) ou Ran(R) ou codom (R)

Ran(R) ={y |z ((z,y) € Gr)}

Im(R) se lit « im de R » ou « image de R », la notation Ran (R) venant de ’anglais « range »
(cible en frangais). Il faut tout de suite remarquer que Im(R) n’est autre que I’ensemble de
toutes les images des éléments de E par la relation R et que 'on a forcément Im(R) C F.

m Représentation d’une relation

Lorsque E et F' sont finis on a forcément Gr C E X F qui est fini et on peut représenter la
relation R ou son graphe G de différentes maniéres. En voici quelques exemples.
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m Représentation linéaire ensembliste

Prenons pour £ = {a,b,c,d, e}, F = {a, B,7,6} et pour graphe :
GR = {(a7 ’Y) ) (by ﬁ) ) (b7 6) ) (da 7) ) (6, 5)}

Gr est aussi noté Gg = {a— v,b— B,b— 6,d— v,e — 6}

Le domaine de R est dom (R) = {a,b,d, e}, c’est I’ensemble constitué des éléments de F qui
ont au moins une image dans F. Le codomaine de R est codom (R) = {f,7,6}, c’'est 'ensemble
constitué des éléments de F' qui ont au moins un antécédent ou encore ’ensemble des images
des éléments de E par R.

m Représentation sagittale

Les ensembles F et F' sont représentés par des « patates » et un élément z de E (un point de la
patate E) est relié & un élément y de F' par une fléche orientée de E vers F' si, et seulemnt si,
zRy.

Cette relation n’est pas totale car il y a au moins un élément de ’ensemble de départ E qui n’a
pas d’image, en l'occurence ¢ n’a pas d'image.

On visualise immédiatement dom (R) = {a,b,d,e} et Im(R) = codom (R) = Ran(R) =
{8,7,6}.

m Table relationnelle

C’est la méme chose sous forme de tableau :

De | Vers
a
b
b é
d Y
e 0

m Dictionnaire

La méme chose en plus ramassé :
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De Vers
a v
b B,6
d Y
e

m Représentation matricielle

Si les ensembles E et F' sont définis par :

E:{m11m27"'7$n} F:{y1)y27"'7yp}

alors la relation R est définie par la matrice R = (r; ;) € 9, , définie par :

7‘1,1 e 1‘1,] e DRI Tl,p
1siz; Ry,
= R b
R = i1 Tij Tip avec r;; = .
0 sinon
”"n,l . ’r‘n,J DR ... ’,'n’p

r; ; étant ’élément se trouvant sur la 1°™¢ ligne et 7™ colonne, les lignes étant numérotées du
haut vers le bas et les colonnes de la gauche vers la droite. La matrice R est appelée la matrice
d’adjacence ou d’incidence de la relation R.

Si ’on reprend l'exemple précédent, il nous faut décider d’ordonner les éléments de E et de F
et, pour s’assurer que celui qui va nous lire ne fera pas de confusions, il faut s’obliger a faire
figurer les éléments a c6té de la matrice d’autant plus que certains utilisateurs peuvent trés bien
décider d’un autre placement pour les éléments de F et de F' puisque les éléments de E et de F'

ne sont pas indicés :

~Nlal|B|y]6
a [0[0|1/0
b |0]1]0]1
c|0]|0]0]0
d ({0010
e |0|0]0]|1

Mais bon, généralement, on place en ligne les élément de départ et en colonne les élément
d’arrivée donc on peut se contenter de la matrice :

0010
010 1
E=10 000
0010
000 1

mais il faut étre stir de ce que l’on fait.

m Relation transposée

S— La relation transposée de la relation R = (E, F,Gr) est la relation notée *R définie par
Définition 3 - 4 bty . s 1t
R = (F,E,Gir) avec Gig = {(y,2) | (z,y) € Gr}, c’est-a-dire y*'Rz < zRy.

Pour obtenir la représentation sagittale de *R, il suffit de modifier le sens des fléches de la
représentation sagittale de R.
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Remarque

Définition 3 - 5

Remarque

Définition 3 - 6

Si R est la matrice de R alors 'R, la transposée de R, est la matrice de 'R, c'est-a-dire la
matrice obtenue en inversant les lignes et les colonnes, ce qui est assez logique compte tenu
de notre définition de la représentation matricielle.

En reprenant ’exemple précédent :

0010

0000 O
oot 0100 0

R=100 0 0 ‘R=

100 10
0010

01001
000 1

Les résultats suivants découlent immédiatement de la définition :
— dom (R) = Im(*R)
— dom (*R) = Im(R)
— "(R) =R
Un petit exemple alors...Considérons les ensembles et la relation suivants :
— Etudiants= {Roger, Berthe, Jean-Pierre, Gudrun};
— Chailnes= { TF1, Gulli, Zen TV};
— TV= {Roger — Gulli, Berthe — Gulli, Jean-Pierre — Zen TV, Gudrun + Gulli}.

Ainsi la relation TV € Etudiants «+— Chaine peut s’interpréter en « ... regarde ... ».
Que pensez-vous de la relation réciproque ?

m Image, contre image

Si U est une partie de E, R (U) désigne ’ensemble des images des éléments de U par R.
Si U n’est pas une partie de E, R (U) n’a pas de sens!

Si V est une partie de F, la contre image (ou 'image transposée) de V par R est I’image
de V par *R. Elle est donc notée *R (V).

On pourra remarquer que ‘R (F) = domR.
La relation R définie par son diagramme sagittal :

E F

Image et contre-image
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Définition 3 - 7

Définition 3 - 8

Définition 3 - 9

Nous avons R ({a,b}) = {8,7},R ({c}) = {7},"R ({a}) = {},*R ({7}) = {a,c,d} mais aussi
R({}) ={} et R ({a, B}) n’a pas de sens car {a, B} n’est pas une partie de 'ensemble de départ
de R.

Allez, vous voulez reprendre un exemple...
Qui regarde Gulli ? Il faut définir *TV ({Gulli}).

m Egalité de deux relations

Les relations Ry = (E1, F1,GRr,) et Ry = (B», F>,Gr,) sont égales si, et seulement si,
E, =FEyet F; = F5 et G'R1 = GRZ‘

Vous étes priés de ne pas modifier cette définition en fonction des circonstances. Il faut com-
prendre que les relations :

R = (B, F,Gg) et R; = (dom (R),Im(R), Gr)

ne sont pas forcément égales méme si on a l'impression que « c’est pareil ». Tout ce que 1'on peut
dire c’est qu’elles ont le méme graphe et c’est déja beaucoup. Imaginons que E et F' soient deux
fichiers informatiques et que Gr nous donne les couples de fiches correspondant a une certaine
requéte (relation). Ce n’est pas parce que certaines fiches (éléments des fichiers) ne seront pas
utilisées que vous devez les ignorer ou les faire disparaitre des fichiers!

m Principales opérations sur les relations

Une relation R de E vers F' étant assimilée a un ensemble, une partie de E x F), on est naturel-
lement amené a utiliser les opérations ensemblistes élémentaires.

Dans ce qui suit Ry = (E, F,Gr,) et Ry = (B, F,Gr,) sont deux relations de E vers F et R;
et R, sont, respectivement, leurs matrices.

m Négation

La négation de R; (on dit aussi le complémentaire de R;) est la relation :

7?'71: (E7F)CE><FGR1)

Cela signifie tout simplement que =R,y si, et seulement si, (z,y) ¢ Gr, ou encore que z n’est
pas en relation avec y par Rj.

La relation R; est aussi notée =R;.
Par exemple en reprenant la relation TV, Berthe TV TF1 : Berthe ne regarde pas TF1.

La matrice booléenne de R; s’'obtient en remplacant dans la matrice booléenne de R; les « 0 »
par des « 1 » et les « 1 » par des « 0 ». Cela revient a calculer Ry & Attila(|E|, |F|).

m Inclusion

On dit que la relation R; est incluse dans la relation R, ou que la relation R est une sous
relation de la relation R; si, et seulement si, Gr, C Gg,. Cela signifie que

TRy = zRLy

et on écrit alors R; C R,.

Visuellement, une sous relation est obtenue en « supprimant » des fléches :
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Définition 3 - 10

HEEEE
O

R1 R est une sous-relation de R1
Pour étre plus concret, modifions un peu notre exemple télévisuel en supposant qu’on peut
maintenant regarder plusieurs chaines de télévision.
Par exemple, posons a présent TV2= {Roger — Gulli, Berthe — Gulli, Berthe — Zen TV,
Jean-Pierre — Zen TV, Gudrun — Gulli, Gudrun — TF1, Gudrun — Zen TV}.
Alors TV C TV2.

Matriciellement cela se traduit par le fait que tous les « 1 » de la matrice R; sont aussi des « 1 »
de la matrice R, ce qui donne, en utilisant le calcul booléen (1Y 1=1):

R4 Q'R,2<:>R1¥R2:R2

Méthode B
Voici les notations utilisées en méthode B, R désignant une relation de E vers F'.
Obligatoirement A C E et B C F.

— La relation (E,F,Gr N (A x F)) est notée A <R, c’est une sous relation de R
et les informaticiens parlent de « restriction de domaine ».

— La relation (E, F,Gr N (E x B)) est notée R > B, c’est une sous relation de Ret
les informaticiens parlent de « restriction de codomaine ».

— La relation (E,F,Gr N (A x B)) est notée A QR > B, c’est une sous relation de
R et les informaticiens parlent de « restriction de domaine et de codomaine ».

m Réunion et intersection

La réunion de R; et de R, est la relation Ry UR, = (H, F,Ggr, UGg,) .
L’intersection de R, et de R, est la relation Ry N Ry = (E, F,Gr, N Gr,).

Cela revient en fait a ajouter ou a enlever des fléches.

On notera bien que l'on ne peut comparer ou faire 'union ou l'intersection de deux relations
qu’a la condition qu’elles aient le méme ensemble de départ et le méme ensemble d’arrivée.

La matrice booléenne de Rq{ UR, est R; Y Rs.

La matrice booléeen de R; N R, s’obtient « en ne gardant que les 1 qui ont la méme place »
dans R; et R;. On va donc effectuer E; A E5.

Rien ne vaut un bon exemple...Considérons deux relations R, et R, :
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R]_ RQ
On remarque qu’aucune n’est incluse dans l'autre et on obtient :

E F
F
a : (@)
ysb 2" O,
: Q0
° : (8
e
Ril Ri1UR2 R1NR2

Rallumons la télé mais cette fois en distinguant les chaines regardées le midi de celles regardées
le soir :

TVmidi= {Roger — Gulli, Berthe — Gulli, Berthe — Zen TV, Jean-Pierre — Zen TV, Gudrun
+ Gulli, Gudrun — TF1, Gudrun — Zen TV}.

TVsoir== {Roger — TF1, Berthe — Gulli, Berthe — TF1, Jean-Pierre — TF1, Gudrun —
Gulli, Gudrun — TF1}.

Comment décririez-vous les relations TVmidi N T'Vsoir et TVmidi U T'Vsoir ?

m Composition de relations

R =(E,F,Gr)et S = (U,V,Gs) sont deux relations. La composée de R et S est la relation
(E,V,Gsor) avec

Définition 3 - 11

Gsor ={(z,2) e ExXV |y € F, (z,y) € Gr A (y,2) € Gs}

La composition (ou la composée) de R par S (attention & ’ordre) ne peut se faire que si FF = U
ou, si l'on préfére, que si 'ensemble d’arrivée de R est égal a ’ensemble de départ de S.

Dans ce cas la composée de R par S est la relation notée S o R qui a pour ensemble de départ
E (U'ensemble de départ de R), pour ensemble d’arrivée V (I’ensemble d’arrivée de S)

Pour simplifier les choses, S o R est aussi notée R;S (R suivie de S : attention & 'ordre!). En
effet, si 2Ry et ySz il est plus « naturel » d’écrire zR.Sz.
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Le mieux est encore d’analyser un exemple :

R S SoR

Si R est la matrice de R et S la matrice de S alors quelle sera la matrice de R ; S?

Que pensez de *RoR ou de Ro*R ? Regardez ce que cela donne avec la relation R introduite

précédemment.

Quelle est la relation transposée de So R

Un exemple ? Allez, on va changer un peu. Cette fois considérons des animaux, leurs petits noms
et leurs cris :

— Baptéme:{ alouetter— Josette, alouetter— Pépette, albatros— Bernard, bécassen—)Germaine} ;

— Cri:{Josette»—)turlute, Josetter»grisole, Pépette—turlute, Bernard— piaule, Germaine»—>crou1e}

Quelle est la téte de la relation (Baptéme ; Cri) et comment l'interpréter ?

Une fonction, c’est quelque chose qui transforme un objet en un autre...

m Définitions

— On dit que la relation f = (E, F, Gy) est une fonction de E vers (ou dans) F si, et seulement
Définition 3 - 12 . 12 . o .
si, tout élément de F a au plus (cela veut dire : soit zéro ou une) une image dans F'.

Cela signifie aussi que si z est un élément quelconque de E, f ({z}) est soit I’ensemble vide soit
un singleton. Si z a au moins une image, c’est-a-dire s'il existe y € F tel que (z,y) € Gy, y est
forcément unique et est noté f(z). Lorsque la relation f = (&, F, G¢) est une fonction on préfeére
le plus souvent utiliser la notation :

E - F

z — f(z)=y
qui se lit « f est une fonction de E dans F qui & z associe f(z)». On note F(E, F) ou FF
I’ensemble des fonctions de £ dans F.

Lorsque E est de la forme U™ =U x U x ... x U, on dit que la fonction de U™ dans F' est une
fonction de n variables
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ur —- F
f:

(w1, U,y -y Upn) = fug,us,...,uy)

et u; est appelée la 1¥™¢ variable de f.

— Si la fonction f = (B, F, G) vérifie dom (f) = E on dit que f est une fonction totale (ou une
Définition 3 - 13 —
application) de E dans F.

Une application en anglais de spécialité se dit map, comme un plan de ville.

Pensez a une application comme une fonction qui aux points de la ville de Nantes associe les
points correspondant sur le plan de la ville de Nantes. Une bonne carte est une application...

HEEE®
@@

!

f
Parmi les deux relations représentées, y a-t-il une fonction ? une fonction totale ?

m Fonctions particuliéres

On est trés souvent amené a utiliser des mémes « types » de fonctions, il est alors naturel de
fixer un certain vocabulaire pour éviter a chaque fois de redéfinir ces fonctions.

Projection canonique
La fonction totale

Définition 3 - 14 T -

est appelée projection canonique de Ey X Fy X ... X B, sur E;.
Si tous les E; sont égaux au méme ensemble E, m; est appelée la ¢ projection.

By xEy;yx...xE, — &

(1,22, -y Zpn) — T4

Fonction identité
C’est la fonction totale définie sur F par
Définition 3 - 15

IdE:E - F

r = T

Composition réitérée
Si f est une fonction totale de E dans E, on note f* la composition

Définition 3 - 16 fofo---of
_’_/
k fois

si k est un entier naturel non nul et, par convention, f° = idg.
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Fonction caractéristique

E — {0,1}
Définition 3 - 17
Ta: lsize A
z =
Osizg A

Loi de composition
e T On appelle loi de composition (ou opération) dans E toute fonction de A x E dans E.
Siition s - Si A = E, on dit que la loi est une loi de composition interne, sinon on parle de loi de

composition externe ou loi mixte.

Si f est une telle loi de composition et (a,z) € A x E, on remplace souvent la notation préfixée
f ((a,z)) par une notation infixée du style a®@ z ou a*z ou alHz ou adz ou a + z ou...
Sur Haskell, on peut définir de nouveaux opérateurs infixes :

Haskell

Prelude> let biplus = \(a,b) > a +b + b
Prelude> :t biplus

biplus :: (Integer, Integer) -> Integer
Prelude> let (++) a b = biplus (a,b)
Prelude> 1 ++ 2

5

Prelude> biplus (1,2)

5

m Fonction injective

La fonction f : E — F est injective (ou est une injection) si, et seulement si, tout élément

Difinition S 19 4 o oo plus un antécédent.

|~

OlOIO
I\
HEEE

Injection

Cette définition équivaut a dire que :

— f~! est une fonction.

— il n’existe pas deux éléments différents de E qui ont la méme image dans F. En d’autres
termes deux éléments différents ont toujours des images différentes.

— il n’existe pas d’élément de F' ayant plus d'un antécédent.

Mathématiquement cela s’écrit :

f injective = V(z,2') ((z,2') € B> Az #2' — f(z) # f(2'))
f injective = V(z,z') ((z,2') € B° A f(z) = f(z') = z =)
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m Fonction surjective

Définition 3 - 20 La fonction f : E — F est surjective (ou est une surjection de E) sur F si, et seulement si,
tout élément de F' a au moins un antécédent.

Surjection

Cela équivaut a écrire que Im(f) = F ou que f(E) = F ou encore que la relation réciproque
de f est une relation totale.

m Fonction bijective

— La fonction f : E — F' est bijective ou biunivoque ou est une bijection si, et seulement si,
Définition 3 - 21 . C . ..
elle est a la fois injective et surjective.

Méthode B
En méthode B on note :

— D + C : fonctions partielles de D vers C;
— D — C : fonctions totales de D vers C;
— D »—C : injections partielles de D vers C;
— D — C : injections totales de D vers C;
— D—»C : surjections partielles de D vers C;
— D —» C : surjections totales de D vers C;
— D : bijections partielles de D sur C;

— D—--C : bijections totales de D sur C.

En mathématique, on travaillera le plus souvent avec des applications.
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n Relations binaires sur un ensemble

Représente I'ensemble des prénoms des majorettes. Trace les traits fléchés qui
signifient : «... est dans le méme groupe que ...».

JE] péfinition
On appelle relation binaire sur I'ensemble F tout triplet du type

Définition 3 - 22 R = (E,E,GRr)

ou Gg est une partie de £ x E.

Une relation binaire sur ’ensemble E est donc tout simplement une relation « classique » qui a
son ensemble de départ égal a son ensemble d’arrivée.

m Représentations

On aurait envie d’utiliser le diagramme sagittal habituel mais il est cependant plus « écono-
mique » de n’utiliser qu'une « patate » car nous restons dans E. On symbolise alors les relations
du type a R a a I’aide de boucles :

Diagramme sagittal d’une relation sur un ensemble (version 2)

On peut bien slr utiliser une matrice carrée d’ordre n.
Si E ={z1,22, - ,Zn}, la matrice :

m;; =1siz; Rz
M = (m; ;) avec I ¢ J

m;; = 0si(z;,2;) ¢ Gr

est appelée la matrice d’adjacence de R ou du graphe R. On dit aussi que M est la matrice
booléenne de la relation R, dans ce cas, les calculs matriciels utilisent le fait que « 1+ 1 =1 ».
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Théoréme 3 - 1

Remarque

Définition 3 - 23

Théoréme 3 - 2

Définition 3 - 24

Théoréme 3 - 3
Définition 3 - 25

Définition 3 - 26

m Composition

— Si la relation R n’est pas la relation vide, on pose R = Idg sinon c’est la relation
vide (de F dans E).

— k désignant un entier naturel, une définition récursive de R* est la suivante :

i€ NRTI=R!; RoR'

Il faut bien comprendre que si zR*y alors il existe
Uy, Us, ..., Ur_1 éléments de B

vérifiant
zRu; et u1Rus et ugs1Ruz et ... et ugp 1Ry

et l’on dit que y est un descendant de z ou que z est un ascendant de y.

m Chemin

Nous parlerons 'an prochain de graphes directionnels et de chemin sur ces graphes. Grosso
modo, un graphe directionnel, c’est des sommets reliés par des fléches et un chemin c’est un
parcours en suivant ces fléches.

Nous pouvons reprendre 1’'idée pour une relation :

Soit R une relation. Il existe un chemin de a vers b dans R s’il existe une suite d’élé-
ments z1, o, Z3, ..., Zn—1 telle que (a,z1), (21, 22), (22, 23), -.., (Tn_1, b) appartiennent a R.
Ce chemin est de longueur n.

En reprenant la relation représentée sur la figure page précédente, il existe un chemin (et méme
plusieurs!) de a vers b, passant par exemple par q, q,qa,b, q,q,b,q,q,aq,aqa,b.
Le théoréme suivant nous sera trés utile :

Soit R une relation sur un ensemble et n un entier naturel. Il existe un chemin de longueur
n de a vers b si, et seulement si, (a,b) € R™.

La démonstration s’effectue par récurrence...et est laissée au lecteur attentif.
m Propriétés des relations sur un ensemble

On notera Ag la relation (E, E, {(a:, z)|ze E}) appelée également la « diagonale » de E x E.

Relation réflexive
R est réflexive sur E si, et seulement si, pour tout z de E, on a zRz.

En d’autres termes R est réflexive sur F si, et seulement si, Gr contient Ag car Ag est la plus
petite relation réflexive sur E : pourquoi?

R est réflexive si, et seulement si, R U Idg = R.

Fermeture réflexive

La fermeture réflexive d’une relation quelconque R sur E est la relation dont le graphe est
Gr UAg.

C’est la plus petite relation binaire sur F (au sens de U'inclusion) qui contient R.

Relation irréflexive
R est irréflexive ( on utilise aussi le mot « antiréflexif ») si, et seulement si, il n’existe pas
z € E vérifiant zRz.
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Ne pas confondre une relation irréflexive avec une relation non réflexive!
Par exemple, la relation « ... est I’enfant de ... » est irréflexive...

Déterminez une caractérisation d’une relation irréflexive a 'aide de Ag.

Relation symétrique
Définition 3 - 27 . . .. . , .
R est symétrique si, et seulement si, a chaque fois que 'on a 2Ry on a aussi yRz.

Considérons par exemple la relation :

Train = {(Nantes,Paris),(Paris,Nantes),(Nantes, Vertou),(Vertou,Nantes),
(Paris,Vertou), (Vertou,Paris),(Paris,Sucé),(Sucé,Paris) }

Est-elle symétrique ?

e —— gatrtl;elleglent, R est symétrique si, et seulement si, sa matrice R est symétrique, c’est-a-
ire*R=R.

Fermeture symétrique
Définition 3 - 28 La fermeture symétrique de la relation R = (E, Gr) est la plus petite relation symétrique
dont le graphe contient G.

Théoréme 3 - 5 La fermeture symétrique de R est RUR L.
Relation antisymétrique

R est antisymétrique si, et seulement si, a chaque fois que l'on a 2Ry, avec z différent de
Définition 3 - 29 : Aee s N A . . .
y, on n’a pas yRz. Cela équivaut a écrire que si on a simultanément zRy et yRz, on a
forcément z = y.

Le diagramme sagittal ne posséde aucun « aller et retour ».

Définition 3 - 30 Relation transitive
— R est transitive si, et seulement si, & chaque fois que I'on a zRy et yRz, on a aussi zRz.

Si « on peut aller de = & z en passant par y, on doit pouvoir aller directement de z a z ».

Considérons a nouveau la relation :

Train = {(Nantes,Paris),(Paris,Nantes),(Nantes, Vertou),(Vertou,Nantes),
(Paris,Vertou), (Vertou,Paris),(Paris,Sucé),(Sucé,Paris) }

Est-elle transitive 7

Recherche

— R transitive & R2 C R.
Théoréme 3 - 6 — R réflexive et transitive = R? = R.

— R est transitive si, et seulement si, R™ C R pour tout entier naturel non nul n.

Fermeture transitive
DA i | La fermeture transitive de la relation R = (E, Gr), est la plus petite (au sens de 'inclusion)
relation transitive sur £ dont le graphe contient Gx.
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Définition 3 - 32

Théoréme 3 - 7

Théoréme 3 - 8

m Fermeture transitive et chemin

En fait, trouver la fermeture transitive d’une relation, c’est déterminer les couples reliés par un
chemin.

Soit R une relation sur un ensemble. La relation de connexion R contient tous les couples
(a,b) tels qu’il existe un chemin sur R de longueur non nulle allant de a vers b.

Maintenant, souvenons-nous que R" est formé des couples (a, b) tels qu’il existe un chemin de
longueur n de a vers b. Il en découle que R+ est en fait la réunion de tous les R™ :

Rt = U R"
necN*

Par exemple, si R est la relation sur ’ensemble des département frangais qui contient (a, b)
si les départements a et b ont une frontiére commune, quelle est R ? Rt ?

Nous en arrivons au théoréme important suivant :

La fermeture transitive d'une relation R est égale & R™.

Pour les curieux, on peut survoler une petite démonstration de ce résultat.
Il est assez simple de montrer que R+ est transitive (faites-le...) et que R™ contient R.
Maintenant, il faudrait montrer que n’importe quelle relation S transitive qui contient R contient
aussi RT.
Comme S est transitive, alors S™ aussi et S® C S.
Or st = [ J 8" donc §* CS. Or R C S donc R* C S+.

neN*
Finalement RT™ C ST C S ce qui achéve notre démonstration.
Bon, on sait ce que c’est que la fermeture transitive : il reste a savoir comment la déterminer
concrétement...

SQL
11 existe sur certains dérivés de SQL d’obtenir la fermeture transitive d’une relation. Sur
Oracle, on peut utiliser start with et connect by.

Fermeture d’une relation : du concret

La fermeture transitive de la relation « ...est le pére ou la mére de... » sur I’ensemble des humains
existant ou ayant existé est « ...est un(e)ancétre de... ».

Vous gérez un réseau informatique avec des centres situés a Vertou, Saint Mars du Désert,
Chavagne en Paillé, Guéméné Penfao et des lignes de cables unidirectionnelles de Vertou vers
Saint Mars, de Vertou vers Chavagne, de Chavagne vers Guéméné, de Guéméné vers Saint Mars.
Si R est la relation qui contient le couple (a,b) s’il y a une ligne entre a et b, on voudrait savoir
si on peut connecter deux centres donnés. Le chemin de Vertou vers Guéméné existe mais est
indirect car il passe par Chavagne : la relation R n’est donc pas transitive car elle ne contient pas
tous les couples pouvant se connecter. La fermeture transitive est en fait la plus petite relation
transitive contenant R. C’est concrétement la relation qui comprend tous les couples de centres
pouvant étre connectés.

On peut dans le méme esprit s’occuper des fermetures symétrique, réflexive, réflexive-transitive,
etc. Pour les fermetures réflexive et symétrique, c’est assez immédiat. Notre probléme sera de
trouver des algorithmes pour la fermeture transitive car c’est moins simple.

Essayez de déterminer la fermeture transitive de R = {(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)} sur l'en-
semble £ = {1,2,3,4}.
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E Un peu d’ordre

Définition 3 - 33

Définition 3 - 34

Définition 3 - 35

Théoréme 3 - 9

Théoréme 3 - 10

Théoréme 3 - 11

m Pré-ordre

Un pré-ordre sur E est une relation binaire sur E qui est reflexive et transitive.

Par exemple, la relation « ...divise... » est un pré-ordre sur Z : sauriez-vous le démontrer ?
La fermeture réflexive et transitive d’une relation est un pré-ordre.

Un pré-ordre important en informatique est la relation binaire définie sur l’ensemble des
types « ...est un sous-type de... ».

Cela est bien au-dela de notre propos d’aujourd’hui mais on peut en avoir une idée intuitive.
Par exemple Int32 (les entiers sur 32 bits) Int64 (les entiers sur 64bits) Nat (les entiers
positifs) peuvent &tre considérés comme des sous-types d’un « super-type » Int.

Cela peut rendre des services au programmeur qui créera une fonction « polymorphe » sur
Int qui sera valable pour ses sous-types.

Mais il est encore prématuré de parler de tout ceci pour de jeunes Padawans...

m Relations d’équivalence

Un pré-ordre symétrique est une relation d’équivalence. C’est donc une relation binaire
Réflexive et Symétrique et Transitive (R.S.T.)

Par exemple, 1’égalité des ensembles définie par I’axiome d’extensionalité est une relation d’équi-
valence.

On peut donc 'ensemble des nombres pairs, ’ensemble des nombres dont le reste par la division
par 2 est nul, 'ensemble des nombres dont l’écriture binaire se termine par 0, ’ensemble des
entiers privé des nombres impairs, I’ensemble des successeurs des entiers impairs, I’ensemble des
doubles d’entiers,... en une seule « classe » :

z désignant un élément de E, la classe d'équivalence modulo R de z est l’ensemble

[z]r = {y | zRy} = {y | yRz}

On note E /R '’ensemble des classes d’équivalence sur £ modulo R dont les éléments sont
appelés représentants de la classe.

Une classe est donc un élément de P(E) c’est-a-dire une partie (un sous-ensemble) de E.
On va définir en informatique de nombreux types nouveaux. On aura souvent besoin de leur
associer une « égalité » qui est en fait un e relation d’équivalence.

Soit R une relation d’équivalence sur £.
— 2Ry © [z]r = [ylr;
— Chagque classe est non vide;
— Chaque élément de F appartient a une classe modulo R ;

— Chaque classe distincte est disjointe.

A démontrer...

Chaque quotient d’un ensemble modulo une relation est une partition de cet ensemble.

Il n’y a pas grand chose & démontrer si vous avez fait le boulot demandé juste au-dessus...

Toute partition de E définit une relation d’équivalence sur F.

A vous de trouver une démonstration si vous avez un peu compris ce qui se passe...
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m Relation d’ordre - Poset

m Définitions

Un pré-ordre antisymétrique sur un ensemble E est une relation d’ordre sur E. C’est donc
S— une relation binaire Réflexive et Antisymétrique et Transitive (R.A.T.).
L’ensemble F est alors un poset (Partially Ordered Set in english of speciality...) aussi
appelé dans une langue bizarre ensemble ordonné.

Soit E un ensemble : vérifiez que P(E) muni de C est un ensemble ordonné.
Est-ce que tous les éléments de PR(E) peuvent &tre comparés ?

Un ensemble ordonné dont tous les éléments peuvent étre comparés est un ensemble TOTA-
P LEMENT ordonné (on parle alors d’ordre total).
Sans précision, on parle d’ordre partiel : tous les éléments ne sont pas forcément comparables.
Un ensemble totalement ordonné est aussi appelé une chaine.

En informatique, ces notions sont trés importantes, notamment dans 1’étude des graphes et des
arbres en particulier.

En général une relation d’ordre est notée par < ou par < ou par <.

La relation transposée de la relation d’ordre < est notée > : 2y y >z

Est-ce une relation d’ordre ?

Ordre strict

Une relation R est une relation d’ordre strict si, et seulement si, R est Irréflexive et Antisymé-
trique et Transitive.

Attention, ce n’est pas une relation d’ordre!!! (pourquoi?...).

11 s’agit par exemple de la relation < sur N.

m Diagramme de Hasse

Dresser un diagramme sagittal d’un poset peut s’avérer parfois pénible : il y a trop de fléches
dans tous les sens...Nous allons voir un moyen de visualiser plus nettement la situation d’en-
sembles ordonnés. Nous aurons besoin tout d’abord de préciser les notions de prédécesseur et
de successeur.

On appelle éléments consécutifs de I'ensemble ordonné (F, <) deux éléments a et b qui véri-
fient

Définition 3 - 38 a<bAha#bd
aLcLb—>a=cVvVb=c

a est un prédécesseur (immédiat) de b ou b est un successeur (immédiat) de a.

Tout ¢a pour dire que si a et b sont consécutifs, il n'y a personne entre eux, ils sont différents et
I'un est plus grand que l'autre.

Revenons a nos ensembles ordonnés : pour ne pas avoir trop de fléches, on convient de ne relier
z a y que si ¢ est un prédécesseur de y et on place z sous y. On obtient alors un diagramme de
Hasse.

En fait, il s’agit d'un diagramme sagittal ot on élimine les boucles puisqu’on sait que la relation
est réflexive. On élimine aussi les « raccourcis » : s’il y a une fléeche de a vers b, de b vers c et
de a vers ¢, on élimine la derniére puisqu’on sait que la relation est transitive. Enfin, on n'a pas
besoin de fléches car on « pointe vers le haut ».

Considérons par exemple ensemble £ = {2,3,6,7,8,9, 12, 18} et 'ordre partiel {(a, ) | a divise b}.
Le diagramme de HASSE correspondant est :
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Définition 3 - 39

Théoréme 3 - 12

Théoréme 3 - 13

Définition 3 - 40

(18)
(&) 2 | ©
O
@©e ©

Diagramme de HASSE de {{2, 3,6,7,8,9,12,18}, |}

Voici un autre exemple pour {P ({a,b,c}),C} :

@{@\@
}@

Diagramme de HASSE de {73 ({a, b, c}) ,g}

m Eléments remarquables

Dans tout ce qui suit (F, <) est un ensemble ordonné et A est une partie de E.

On dit que la partie A est majorée par u € E si, et seulement si, on a :
Ve(z € A— z < u)
On dit que la partie A est minorée par v € E si, et seulement si, on a :

Ve(z € A— v <)

On dit que g est le plus grand élément (ou élément maximum) de A si, et seulement si,
Ve((ge A)A(z € A— 2 < g))

Si g existe, il est unique. On le note Max(A).
C’est le plus petit majorant de A.

Démontrez ce résultat...
On dit que p est le plus petit élément (ou élément minimum) de A si, et seulement si,
Vz((pe A)A(z € A— p <))

Si p existe, il est unique. On le note Min(A).
C’est le plus grand minorant de A.

Démontrez ce résultat...

Considérons G l'ensemble des majorants de A. Si G admet un plus petit élément s c’est la
borne supérieure de A.
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Bien remarquer que s n’existe pas toujours et que s’il existe, ce n’est pas forcément un élément
de A; par contre si A admet un plus grand élément c’est sa borne supérieure . La borne supérieure
de A dans E est notée Supgz(A) ou Sup(A4).

— Considérons P l'’ensemble des minorants de A. Si P admet un plus grand élément 2 c’est la
Définition 3 - 41 .
borne inférieure de A.

Bien remarquer que ¢ n’existe pas toujours et que s’il existe, ce n’est pas forcément un élément
de A; par contre si A admet un plus petit élément c’est sa borne inférieure . La borne inférieure
de A dans E est notée Infg(A) ou Inf(A).

AT a € A, a est maximal dans A s’il n’existe pas d’élément z € A vérifiant 2 #Za et a < z.
—— a € A, a est minimal dans A s’il n’existe pas d’élément z € A vérifiant z # a et z < a.

Si A admet un plus grand élément, ce plus grand élément est maximal et c’est le seul.
Si A admet un plus petit élément, ce plus petit élément est minimal et c’est le seul.

Lorsque l'on peut représenter I’ensemble ordonné (£, <) & 'aide d’un diagramme de HASSE,
on voit apparaitre les éléments minimaux ou maximaux éventuels de E ainsi que les bornes
ou éléments extrémaux éventuels de toute partie de E.

Observons par exemple le diagramme de la figure 3.17 page ci-contre. L’ensemble £ ne posséde
pas de plus grand élément ni de plus petit élément.

Cependant, 8, 12, 18 et 7 sont les éléments maximaux et 2, 3 et 7 sont les éléments minimaux.
La partie W = {8,12} de F n’admet pas de majorant, il n’y a pas dans E d’élément simultané-
ment « plus grand ou égal » a 8 et 12. Il faut, ici, entendre « plus grand ou égal que » comme
« étre un multiple de » ! W admet un unique minorant dans E, c’est 2, qui divise simultanément
8 et 12; 2 étant le « plus grand » des minorants, c’est la borne inférieure de W'.

La partie V = {2, 3,6} admet 3 majorants dans F, : ce sont 6, 12 et 18; 6 est la borne supérieure
de V, c’est aussi le plus grand élément de V.

Observons maintenant le diagramme de HASSE de la figure 3.18 page précédente.
Le plus petit élément est 1’ensemble vide car ) C A pour tout partie A de € = {a, b, c}.
Le plus grand élément est £ car toute partie A de £ est incluse dans £.
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E, ={a,b,c,d},E>; =4{0,1,2},E3 = {a, B,7,6,€}. On considére les relations R = (E1, E2,Gr) et S = (E», E3,Gs)
avec

Gr = {(a,0),(a,1),(c,1),(d,0)}
Gs = {(1,8),(2,6),(2,€)}

1. Préciser domR et ImR.

2. R est-elle totale?

3. Reprendre les questions précédentes avec S.

4. Déterminer S o R. Préciser dom (SoR) et Im (S o R).

5. Déterminer les relations 'R et *S.

6. Vrai ou faux?

i. aR1

i. R(5,0)

i. (1,¢) € G
iv. (a,f8) € Gsor
v. (a,p) € Gr;s

7. *R est-elle une fonction ?

8. Déterminer la relation 'S;*R.

9. Déterminer S;R.

E = {12,13,33,51,111,128}, F = {2,3,4,5,6,7}. On considére la relation R de E vers (ou dans) F définie par :
z € E,y € F,zRy si, et seulement si, la somme des chiffres utilisés dans 1’écriture de z (on travaille en base 10) est
égale a y.
1. Déterminer le domaine et le codomaine de R, son graphe et donner un diagramme sagittal.
2. R est-elle une fonction ? L’écriture R(33) est-elle licite ?
3. R est-elle une fonction totale ?
4. Donner le graphe de *R. L’écriture "R (6) est-elle licite ?
5. Calculez si cela a un sens :
i. R(6), R(12), R({12}), R(E).
ii. ‘R ({6}), "R(F), "R(2), ‘R ({2})

6. Déterminez le graphe de la restriction de R & {33;51}

On considére les relations r et s suivantes :

r = (EvE:GT)

avec G, = {(aa a’) ) (a’: b) ) (C ) a) ) (b’ C) ) (d: a)}
s = (Ea Fa Gs)

avec G, = {(b) 1) ) (C, 1) ) (d) 3)}

Pour les diagrammes qui suivent, il est exigé que 'ensemble de départ soit a gauche et ’ensemble d’arrivée a droite,
si la question n’a pas de sens, dites-le en expliquant pourquoi.

1. Donner un diagramme sagittal de la relation r;r = r?

Guillaume CONNAN - IUT de NANTES - Département informatique - Licence Creative Commons @ & @ - 27 février 2014


http://informathix.tuxfamily.org/

CHAPITRE 3. RELATIONS ET FONCTIONS 65

2. Donner un diagramme sagittal de la relation r;r™
3. Donner un diagramme sagittal de la relation ;s

4. Donner un diagramme sagittal de la relation ({1} <1 s™); (™~ > {a,c,d})

Donner la représentation sagittale d’'une fonction totale de ’ensemble fini £ dans ’ensemble fini F'
1. non injective et non surjective;
2. non injective mais surjective;
3. injective mais pas surjective;

4. bijective.
Déterminez si les fonctions de Z dans Z suivantes sont injectives ou surjectives ou... ?
1. f(n)=n-1; 3. f(n) =n®+37;

2. f(n) =n? +12; 4. f(n) = |n/2].

Mémes questions avec les fonctions de Z x Z — Z suivantes :

1. f(m,n)=2m —n; 5. f(m,n) =m —n;
2. f(m,n) =m?—n?; 6. f(m,n) =|n|;
3. f(m,n) =m?+n?; 7. f(m,n) =m;
4. f(m,n) = |m|—|n|; 8. f(m,n) =m?—4.

f est une fonction totale de E dans F, A et B sont deux parties de F et A’ et B’ sont deux parties de F. Démontrer :
1. AC B - f(4) C f(B)
2. f(AUB) = f(A)U f(B)
3. f(AnB) C f(4) B), donner un exemple ou il n'y a pas égalité.
4. AC f~ (f(A))
5. f~(A'NB) = f~(A) N f~(B))
6. f(f~(B") C B
7. A'C B — f~(A) C (B
8. f~(A'NB) = f~(A)N f~(B)

Exercice 3 -8

Donner une bijection de N sur Z.

Relations binaires sur un ensemble

Déterminez parmi les relations suivantes celles qui sont réflexives, transitives, symétriques, antisymétriques, irréflexives
(on précisera les ensembles) :

U £(
N f(

1. ...a les mémes parents que...
2. ...est le frére de...
3. ...n’a pas le méme &age que...
4. est au moins aussi grand que...
5. z + y est impair
6. z + y est pair
7. zy est impair
8. = + 2y est pair
Décrivez les fermetures transitives de :

1. ...a un an de plus que...

Guillaume CONNAN - IUT de NANTES - Département informatique - Licence Creative Commons @ & @ - 27 février 2014


http://informathix.tuxfamily.org/

66 3.6. EXERCICES

2. ...est le double de...
3. ...est le fils de...
4. ...a un lien dynamique vers la page web...

5. ...est relié par le train a...

1. Donner la représentation matricielle des relations suivantes définies sur {1, 2,3, 4} :
i {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,9)};
ii. {(1,1),(1,4),(2,2),(3,3),(4,1)};
iii. {(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),
(3,4),(4,1),(4,2),(4,3)};
iv. {(2,4),(3,1),(3,2),(3,4)}
2. Quelles sont, parmi ces relations, celles qui sont réflexives 7 irrefléxives 7 symétriques ? antisymétriques ? transi-

tives ? Donner des algorithmes qui répondent a ces questions en prenant les relations en arguments et en effectuant
des calculs sur les matrices.

Combien d’éléments non nuls contient la matrice représentant la relation R sur ’ensemble £ = {1, 2,3, .., 100} siR
est :

1. {(a,b) | a > b}; 5. {(a,b) | ab=0};

2. {(a,b) | a #b}; 6. {(a,b) | a+b=100}

3. {(a, b)la=1b+ 1} i Vous colorierez les « écrans » correspondant et vous écrirez
4. {(a, b) |a= O} ; un algorithme qui les dessine.

Soit R = {(a,b) € Z? | a # b} Quelle est la fermeture réflexive de R ?

Exercice 3 - 14
Soit R = {(a,b) € N? | a divise b} Quelle est la fermeture symétrique de R ?

Soit £ ={1,2,3,4,5} et R une relation sur £ qui contient les couples (1,3), (2,4), (3,1), (3,5), (4,3), (5,1), (5,2) et
(5,4). Déterminer :

1. R? 3. R* 5. RS

2. R? 4. R® 6. R"
Avez-vous utilisé le calcul matriciel ou des dictionnaires ? Quel outil vous semble le plus efficace ?

Exercice 3 - 16

Soit R la relation définie sur N par « ...est le successeur de.. ». Quelle est la fermeture transitive de R ? Sa fermeture
transitive et réflexive ?

Soit B = {1, 2,3,4, 5} et R la relation sur E dont le graphe est :

gr = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,3),(3,5), (4, 1), (4,2),(4,4),(5,3), (5,5)}
Vérifiez qu’il s’agit d’une relation d’équivalence, déterminez la classe de 2 modulo R puis le quotient de £ modulo R.
Exercice 3 - 18

Sur Z on définit la relation R : « ...a le méme reste dans la division par 3... ».
Vérifiez qu’il s’agit d’une relation d’équivalence, déterminez la classe de 2 modulo R puis le quotient de £ modulo R.

Exercice 3 - 19

On considére ’ensemble de la population francaise et la relation « ...a un ascendant commun avec... ». Est-ce une
relation d’équivalence ?
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Exercice 3 - 20
On considére deux relations d’équivalence R et S définies sur un méme ensemble E. Est-ce que leur réunion et leur
intersection sont encore des relations d’équivalence ?

On définit la relation R sur R x R par : (z,y)R(a,b) < 2z —y=2a —b
Vérifiez qu'il s’agit d'une relation d’équivalence, déterminez la classe de (0,0), de (1, —1) modulo R puis le quotient
de R x R modulo R.

Soit R un pré-ordre sur E. Soit = la relation définie sur F par : z = y & (zRy) A (yRz)
Est-ce que = est une relation d’équivalence ?

E est un ensemble non vide et A est une partie non vide fixée de E. On considére la relation binaire R sur P (E)
définie par : XRY & XNA=YNA

1. Démontrer que R est une relation d’équivalence.
2. On suppose ici que E = {a,b,c,d} et A = {a,d}. Déterminer toutes les classes d’équivalence.

Exercice 3 - 24

Soit € 'ensemble des fonctions dérivables de R dans R.
On considére la relation R définie sur £ qui contient toutes les couples (f, g) tels que f'(z) = ¢'(z) pour tout réel z.

1. Est-ce que R est une relation d’équivalence ?

2. Décrire la classe de f : z — z°.

E est un ensemble totalement ordonné par < . On considére la relation binaire sur E? définie par :

z <z ou
T < (z',y') &
(,y)_ Y

!

z=2 ety<y

Démontrer que c’est une relation d’ordre total. Cet ordre porte le nom d’ordre lexicographique, expliquer pourquoi ?

Exercice 3 - 26

Dans N* on considére la relation notée « | » qui est la relation « divise », a | b se lit « a divise b » ou encore « b est un
multiple de a » ; la définition mathématique de cette relation étant

a | b si, et seulement si, il existe k € N* vérifiant b = ka

1. Démontrer que c’est une relation d’ordre sur N*. Cet ordre est-il total ? Donner des éléments comparables et non
comparables.

2. Démontrer que c’est une relation d’ordre sur toute partie A de N*.

3. On considére la relation divise dans £ = {2,4,6,8,10,12}.

i. Construire le diagramme sagittal de cette relation.

i. Construire le diagramme de Hasse de cette relation.
iii. £ admet-il un élément minimum ?
iv. E admet-il un élément maximum ?
v. F admet-il des éléments minimaux ?
vi. E admet-il des éléments maximaux ?
vii. V = {2,4}, donner trois majorants de V dans E.
viii. 7' = {8, 10} admet-il des majorants dans £ ? Donner des majorants de T' dans N*.
ix. Donner des minorants de T' dans E.
x. Donner tous les minorants de T dans N*.
xi. U = {4, 6,8} admet-il une borne supérieure dans E ?

xii. U = {4, 6,8} admet-il une borne supérieure dans N* ?
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xiii. U = {4, 6,8} admet-il une borne inférieure dans E ?

xiv. U = {4, 6,8} admet-il une borne inférieure dans N* ?

(E, <) est un ensemble ordonné. Représenter les différents diagrammes de Hasse pour un ensemble E de trois éléments.
On précisera, pour chaque diagramme si F est totalement ordonné. Méme question pour un ensemble de 4 éléments.

Exercice 3 - 28

R est muni de sa relation d’ordre habituelle et R? est ordonné comme produit direct des ensembles ordonnés (R, <)
et (R, <). Le plan P est rapporté & un repére orthonormé (O, 1,7 ) et on pourra confondre tout point M du plan,

qui a pour coordonnées z et y dans ce repére, avec le couple (z,y) de R?. Cela permet d’ordonner P par la relation :
My 2 My & (z1,91) < (22,92)

C désigne le cercle de centre O et de rayon 1, D désigne le disque de centre O et de rayon 1.

1. Donner 5 majorants et 5 minorants de C et de D.
2. C et D admettent-ils une borne sup ? une borne inf? un plus petit élément ? un plus grand élément ?

3. On note D' I'ensemble des points de D qui ont leurs deux coordonnées positives ou nulles, D™ admet-il un plus
petit élément ?

Exercice 3 - 29

Vérifier que (P(E), C) est bien un ensemble ordonné. Soit {A, B} une partie de P(E), déterminer sa borne sup et sa
borne inf dans P (E).

Exercice 3 - 30

Nio est ordonné par la relation de divisibilité (rappel : Njg = {1,2,---,10}).

1. Tracer le diagramme sagittal de cette relation puis son diagramme de Hasse.

2. Njg admet-il un plus petit élément, un plus grand élément ?

3. étudier les éléments remarquables (plus petit élément, majorant, borne sup, ---) des parties de Njg suivantes :
i. A={1,3,6} ii. B={2,3} iii. C ={2,3,4} iv. D ={2,4}

Soit S une relation réflexive et symétrique définie sur un ensemble A.

Un chemin est une suite finie ay,...,a,, d’éléments de A telle que pour chaque ¢ € [1,n — 1], on a a;Sa;11.
On dit que le chemin joint a; et a,.

On suppose que pour tout couple (a,b) de A2, il existe un unique chemin joignant a a b.

Soit 7 un élément de A fixé.

On définit la relation R sur A par : aRb si, et seulement si, a est un des éléments du chemin joignant r a b.
Montrez que R est une relation d’ordre, que pour tout a dans A, onar < a.

Soit X, = {:r €A mRa}. Montrez que X, est fini et totalement ordonné par R.

Une structure (A, R,r) est appelée un arbre...

Un treillis (en anglais lattice) est une poset dans lequel chaque couple d’éléments admet une borne supérieure et une
borne inférieure.
Est-ce que le diagramme suivant correspond & un treillis ?

6'@
0‘0
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dummies

Haskell Brooks CURRY (1900-1982) est un mathématicien américain dont
I'influence en informatique a été telle que trois langages de programmation
portent son nom : Haskell, Brooks et Curry...

Il a fait partie de cette génération qui a lancé les fondements de la logique
et de I'informatique : Alonzo CHURCH, Alan TURING, Steven KLEENE.
Ses travaux sur la logique combinatoire sont les fondements du langage de
programmation fonctionnel Haskell créé dans les années 1990 et qui nous
servira de support a nos travaux informatiques qui vous permettront tout
au long des deux années a venir de vous familiariser avec la programma-
tion fonctionnelle dont le réle est de plus en plus important dans le monde
informatique.
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4.1. RAPIDE INTRODUCTION

n Rapide introduction

» A’A

Alan TURING

Stephen KLEENE

Les langages « & la VoN NEUMANN » sont basés sur les concepts de variable et d’instruction.
Ces concepts sont assez intuitifs car ils correspondent & de nombreuses situations « de la vie de
tous les jours » : nous agissons sur et en fonction de notre environnement immeédiat. Ce modéle
dérive des travaux de TURING et de sa machine universelle dans les années 1930. D’autres
mathématiciens ont proposés des modéles différents & la méme époque : le A-calcul d’Alonzo
CHURCH, les fonctions récursives de Stephen KLEENE, la logique combinatoire de Haskell CURRY.
Ces trois derniers modéles n'utilisent pas le concept de machine et de mémoire de TURING mais
uniquement de valeur, de calcul d’autres valeurs a partir de fonctions qui sont elles-mémes des
valeurs.

Mmmm..., il nous faudrait beaucoup de temps pour rentrer dans les détails. Nous ne disposons
que de quelques minutes alors donnons plutét un exemple.

Nous voulons calculer la somme des entiers de a jusqu’a b.

En C en programmant en impératif :

[C ]

#include <stdio.h>
int somme(int,int);

void main(void)
{ int s,a,b;

printf("Entrez la valeur du plus petit entier: ");
scanf("%d" , &a);

printf("Entrez la valeur du plus grand entier: ");
scanf("%d" , &b);

s = somme(a,b);

printf("La somme des entiers de %d a %d est %d \n", a,b,s);

int somme(int a, int b)
{ int tmp; int som;

tmp = a;
som = a;
while (tmp !'= b)
{
tmp = tmp + 1;
som = som + tmp;
}
return som;

Puis on compile et on exécute :

Shell

‘$ gcc -0 somme poly_haskell.c

\$ . /somme

‘Entrez la valeur du plus petit entier: 1
\Entrez la valeur du plus grand entier: 10
‘La somme des entiers de 1 a 10 est 55

Pour comprendre ce qui se passe ici, on est obligé d’introduire des suite (¢;) et (s;) des valeurs
prises par les variables tmp et som avec ¢; la valeur prise par la variable tmp au bout de la z°
itération si celle-ci a eu lieu.

Ensuite il reste & démontrer par récurrence que la fonction calcule bien la somme de a et b.
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On travaille bien sur le temps (nombre d’itérations) et la mémoire (contenu des mémoires réfé-
rencées par tmp et som).

En programmation fonctionnelle, on ne peut pas travailler sur des variables. On travaille sur des
fonctions. En Haskell, par exemple, cela donne :

Haskell
(somme a b = foldl (+) 0 [a..b]
et dans 'interpréteur :

Haskell

‘ *Main> somme 1 10
\ 55

Quelle est donc cette fonction foldl ? Nous allons le voir bientdt. Elle permet de « plier » la
liste des entiers de a a b et a chaque « pliage » d’additionner a un accumulateur l'entier plié en
partant d’un accumulateur nul.

En fait, comme on a souvent besoin d’additionner les éléments d'une collection, il existe une
fonction toute faite pour ga : sum:

Haskell

‘ *Main> sum [1..10]
\ 55

On peut prendre des fonctions en argument. Par exemple, pour calculer la somme des images
par une fonction f des entiers de a a b :

Haskell

[somme_fonction f ab = foldl (\accu x -> accu + f(x)) 0 [a..b]

Alors, pour avoir la somme des carrés des entiers de 1 a 10 :

Haskell

‘-:»—Main> somme_fonction (\x -> xA2) 1 10
\ 385

Supposons qu’on veuille a présent faire la somme des carrés impairs inférieurs a 1000.
Ecrivez le programme en C...
Voici ce que cela peut donner en Haskell :

Haskell

[sum (takeWhile (<1000) (filter odd (map (~2) [1..1))) J

Quand on a fait un peu d’anglais de spécialité, ca se comprend...

Haskell CURRY a aussi donné son nom au fait de n’utiliser que des fonctions qui n’ont qu’un
seul argument. Une fonction curryfiée est une fonction de plusieurs variables transformée en une
fonction d’'une seule variable renvoyant une fonction ayant une variable de moins...

Par exemple, créons une fonction curryfiée qui semble renvoyer la somme de deux entiers :

Haskell

[*Main> let plus x y = X + Vv J

Notons F(D, A) I’ensemble des fonctions de D vers A.

Alors plus € F(N, F(N,N)).

En effet, plus x est elle-méme une fonction de N dans N qui & un entier n associe l'entier
n + z. Par exemple, avec 3 :

Haskell

*Main> let plus_trois = plus 3
‘*Main> plus_trois 5

'8

' #«Main> :t plus_trois

‘plus_trois :: Integer -> Integer

Guillaume CONNAN - IUT de NANTES - Département informatique - Licence Creative Commons @ & @ - 27 février 2014


http://informathix.tuxfamily.org/

72

4.1. RAPIDE INTRODUCTION

Cette possibilité existe aussi dans des langages non spécifiquement fonctionnels comme Python
qui dispose de la fonction lambda qui renvoie une fonction « anonyme » mais on y a accés de
maniére moins naturelle :

Python

>>> def plus(x): return lambda y: x+y

>>> plus(2)(3)
5
>>> def plus_trois(t): return plus(3)(t)

>>> plus_trois(5)
8

Les idées principales de la programmation fonctionnelle sont :

— utiliser des fonctions qui sont comme protégées dans une capsule inviolable : elles
feront toujours ce que vous avez prévu qu’elles fassent, maintenant ou dans mille ans,
ici ou sur Mars, quelque soit 1’état du systéeme de fichier ou de la base de données.
C’est ce que l'on appelle des « fonctions pures », trés proches de celles qu’on connait
en mathématiques;

— décomposer un probléme complexe en petits problémes simples;

— abstraire au maximum pour pouvoir utiliser les fonctions dans de nombreux contextes
différents donc ne pas dépendre de l’environnement pour comprendre le code qui
devient alors beaucoup plus lisible et contrélable;

— rendre possible la preuve a priori du programme pour ne plus avoir de bug...

Pour vous convaincre du réle essentiel de la programmation fonctionnelle, lisez 1’article révolu-
tionnaire de John Backus [1978], le pére du pourtant (ou justement...) trés impératif Fortran.
Enfin, il faudra vous plonger dans le merveilleux tutoriel Haskell de Lipovaca et Robert [2013]
qui est drole et clair et commence par ces lignes :

J’ar échoué dans mon apprentissage de Haskell a peu prés deux fois avant d’ar-
rwver a le saisir, car cela me semblait trop bizarre et je me comprenais pas.
Mazis alors, j’ar eu le déclic, et aprés avoir passé cet obstacle initial, le reste
est venu plutét facilement. Ce que j’essate de vous dire : Haskell est génial, et
st vous étes intéressés par la programmation, vous devriez l’apprendre méme st
cela semble bizarre au début. Apprendre Haskell est trés similaire a l'apprentis-
sage de la programmation la premiére fois - c’est fun! Ca vous force d penser
différemment.
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B e

Mathémator : Cet été, lors de la visite d’un musée, j’ai, pour une fois, impressionné mes enfants
en résolvant devant eux trés rapidement le probléme suivant :

!_Pﬂl._f.

Ce casse-téte a été posé par le mathématicien frangais Edouard LucAs en 1883.

Le jeu consiste en une plaquette de bois oll sont plantés trois piquets. Au début du jeu, 4 disques
de diameétres croissant de bas en haut sont placés sur le piquet de gauche. Le but du jeu est de
mettre ces disques dans le méme ordre sur le piquet de droite en respectant les régles suivantes :

— on ne déplace qu’un disque a la fois;
— on ne peut poser un disque que sur un disque de diameétre supérieur.

Je vous propose donc de jouer vous aussi avec moi...

Hihutix (3 part): pauvres enfants, passer des vacances avec un prof de maths, vois le cauche-
mar (tout haut) Oh, comme je suis content !

Mathémator : Essayez d’abord avec 2 puis 3 disques.

Hihutix: Bon, avec deux, je mets le disque la puis 'autre la-bas et ensuite celui-ci ici. Ga marche.
Avec trois, je bouge celui-13, et puis ’autre, celui-ci ici, 'autre 1a, puis celui-la 1a et l'autre la
puis le dernier ici. Ah, c’est pas le bon piquet mais ¢ga marche & peu pres. Facile votre jeu.

Mathémator : Alors essayez avec quatre, cing, autant de disques que vous voulez.

Quelques minutes plus tard
Hihutix: Pénible votre jeu!

Mathémator : Les choses se compliquent. Il est temps de parler de la légende rapportée par Lucas
dans ses « récréations mathématiques » :

N. Claus de Stam a vu, dans ses voyages pour la publication des écrits de
l1llustre Fer-Fer-Tam-Tam, dans le grand temple de Bénarés, au-dessous du
déme qui marque le centre du monde, trois aiguilles de diamant, plantées dans
une dalle d’airain, hautes d’une coudée et grosses comme le corps d’une abeille.
Sur une de ces atguilles, Dieu enfila au commencement des siécles, 64 disques
d’or pur, le plus large reposant sur l’atrain, et les autres, de plus en plus étroits,
superposés jusqu’au sommet. C’est la tour sacrée du Brahmd. Nuit et jour, les
prétres se succédent sur les marches de l’autel, occupés a transporter la tour
de la premiére aiguille sur la troisiéme, sans s’écarter des régles fizes que nous
venons d’indiquer, et qui ont été tmposées par Brahma. Quand tout sera fini,
la tour et les brahmes tomberont, et ce sera la fin des mondes!

C’est un probléme posé par un mathématicien mais nous allons 1’étudier en informathicien. Nous
voudrions répondre & plusieurs questions :
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4.2. UN JEU

— peut-on résoudre le probléme des 64 disques ?
— si oui, en combien de mouvements ?
— peut-on trouver une tactique la plus efficace possible ?

— est-ce que la fin du monde est pour bientot ?

Au lieu d’étudier des cas séparés, nous allons généraliser un peu et considérer une tour avec n
disques, n étant un entier naturel non nul.

Hihutix: Cela va compliquer les choses. Pourquoi ne pas s’en tenir a un cas précis? C’est une
perversion de mathématicien.

Mathémator : Détrompez-vous! Au lieu d’étudier un a un des cas isolés, il est bon pour un
informaticien aussi de voir qu’un programme plus général pourra traiter tous les cas. Cependant,
il sera utile d’étudier des cas simples d’abord pour se donner une idée.

Aprés une rapide exploration avec papier et crayon, il est temps pour un informathicien d’'intro-
duire des notations adéquates.

Notons M,, le nombre minimum de mouvements pour transférer n disques. Pouvez-vous donner
les premiéres valeurs de M, ?

Hihutix: Bon, s’il n'y a qu'un disque, on ne pourra pas faire mieux qu’un déplacement : M; = 1.
Avec deux disques, hop, hop, hop : trois mouvements; M, = 3. Pour trois, j’avais trouvé sept
déplacements mais je ne suis pas sfir que ga soit la meilleure solution.

Mathémator : C’est ce que nous allons prouver mais tout d’abord, en bon mathématicien, rajou-
tons un cas extréme : s'il y a zéro disque, il faudra zéro mouvement.

Hihutix: C’est un peu tiré par les cheveux.

Mathémator : Mais considérer les cas les plus triviaux permet souvent de simplifier le cas général.
Il est temps d’ailleurs de voir grand mais il nous faudrait une idée. Essayons de trouver des
points communs aux déplacements de deux et trois disques respectivement.

Hihutix: Ben, je mets le petit sur le piquet du milieu, le grand sur celui d’arrivée puis le petit
sur ce méme piquet d’arrivée.

Mathémator : Pour trois c’est pareil : je mets les deux petits sur celui du milieu, le grand sur
celui d’arrivée puis les deux petits par dessus le grand.

Hihutix: Vous trichez! Vous avez bougé deux disques en méme temps.

Mathémator : En fait, j’ai vu que je savais bouger deux disques d’un piquet vers un autre. Cela me
demande trois étapes qui se cachent derriére le « je mets les deux petits sur celui du milieu ».

Cela nous donne en fait la solution : avec n + 1 disques, je bouge les n plus petits sur le piquet
du milieu (M,, mouvements), je bouge le plus grand sur le piquet d’arrivée (1 mouvement) puis
je redéplace les n petits sur le grand (M, mouvements). Ainsi :

Mn+l < 2Mn +1

Hihutix: Pourquoi avoir utilisé < et non pas =7 Et puis, on ne connait pas M,.

Mathémator : Vous touchez du doigt deux problémes essentiels qui vont guider bon nombre de
nos raisonnements.

Pour le <, il est essentiel de comprendre que nous avons prouvé que 2M,, + 1 mouvements étaient
suffisants mais nous ne savons toujours pas si ces 2M,, + 1 mouvements sont nécessaires. C’est trés
important de comprendre la différence.

Par exemple, pour acheter un chocolat chaud a la cafétéria et 'offrir & son professeur adoré,
il est suffisant d’avoir 10 euros dans sa poche mais ce n’est pas nécessaire. Inversement, il est
nécessaire d’avoir au moins 20 centimes mais ce n’est malheureusement pas suffisant.

Nous avons étudié cela en détail dans un précédent chapitre sur la logique.
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On considére P et Q deux propositions (des énoncés, des faits, des formules).

— Q est une condition nécessaire pour avoir P si, dés que P est vraie, alors nécessairement,
forcément, obligatoirement, @Q est vraie. On note souvent P — Q.

— Q est une condition suffisante pour avoir P s’il suffit que Q soit vraie pour que P soit
vraie. On note souvent P — Q.

— Lorsque P est a la fois condition nécessaire et condition suffisante de Q, on dit que P
est une condition nécessaire et suffisante de Q ou encore que P est vraie si, et seulement
si, Q est vraie. On note souvent P «+ Q.

Lorsque qu’'une « affirmation » du type P & @ ou P + @ est vraie, on dit que c’est un
théoréme.

Nous avons développé des méthodes de preuve dans un chapitre précédent.

Revenons tout d’abord a nos disques. Peut-on faire mieux que la solution proposée ?

A un moment donné, il faut bien bouger le plus grand disque puisqu’il est sur le mauvais piquet.
Il faut donc qu'il soit tout seul et il faut donc avoir bougé auparavant les n autres disques plus
petits. Cela nécessite au minimum M, mouvements. Aprés cela, on peut bouger le grand
disque autant de fois qu’on le désire mais & un moment donné, il faudra le placer sur le piquet
d’arrivée et déplacer les n autres disques sur le piquet d’arrivée ce qui nécessite a nouveau M,
mouvements.

Ainsi, il faudra au minimum effectuer 2M,, + 1 mouvements.

On a donc prouvé que :

Mn+l 2 2Mn +1

I1 est donc nécessaire d’effectuer 2M,, + 1 mouvements pour déplacer les n + 1 disques. Or nous
avons montré auparavant que ces 2M,, + 1 mouvements étaient suffisants. On en déduit donc
que :

Mo =0
M, =2M,_1 + 1 pour tout n > 0

Est-ce que cette formule marche bien avec nos premiers exemples ?

Hihutix: M; =2-04+1=1:0K. M3 =2-141=3:0K. M3=2-34+1=7:0K.
Mathémator : Ca ne prouve pas grand chose mais ¢a nous rassure. De toute fagon, nous avons
prouvé que cette formule est bonne. Que vaut Mgy ?

Hihutix: Ben Mg, = 2Mg3 + 1. Le probléme, c’est qu’on ne connait pas Msgs.

Mathémator : Et oui : on définit la suite M a partir d’elle-méme, ce qui n’est pas trés pratique. On
dit qu’on a définit la suite par récurrence. Vous verrez cette année en informatique que ce mode
de calcul n’est pas réservé aux suites que vous avez peut-étre étudiées au lycée. Par exemple, en
langage formel, on travaille avec les lettres d'un alphabet. On peut alors définir un mot comme
étant soit le vide, soit une lettre suivi d’un mot.

Hihutix: C’est un peu idiot : en fait, vous me dites que pour savoir si un truc est un mot, faut
déja savoir si c’est un mot.

Mathémator : Vous n’étes pas assez précis. Prenons notre alphabet et la chaine de caractéres
« math ». C’est le vide suivi de la chalne « math » qui est la lettre « m » suivie de la chaine
« ath » qui est la lettre « a » suivie de la chaine « th » qui est la lettre « t » suivie de la lettre
« h» qui est un mot puisque c’est une lettre. En remontant, on obtient que « th » est un mot
puis que « ath » aussi et enfin « math » est donc un mot.

Hihutix (3 part): Ben on le savait avant. Si c’est ¢a c’qu’on apprend & U'IUT d’info, il est
peut-étre encore temps de m’inscrire en GEA. (tout haut) Fabuleux! Math est un mot!
J’aurais pas cru, comme ga, a priori.

Mathémator : Ah, comme quoi ce que nous faisons est utile.

Hihutix (a part): Complétement gdteuz le gars (tout haut) Je n’en doute pas.

Mathémator : Et la fin du monde dans tout ¢a? Pour connaitre Mgy, il semblerait qu'il faille
connaitre tous les M} précédents.
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Voyons voir, calculez jusqu’a Mg.
Hihutix: Si vous voulez :
— M3=2-341=7;
— M;=2-741=15;
— Ms=2-15+1=231;
— Mg =2-31+1=63;
Quais, bof. Je ne vois pas trop ol ¢ca nous méne.

Mathémator : « Ils ont des yeuz et ils ne voient pas ». Et pourtant, quand j’étais jeune, un
enfant de six ans aurait reconnu la suite :

281,24 —1,25—-1,26-1,...

Hihutix (a part): Ben tiens! Les puissances & 6 ans et pourquoti pas les logarithmes a 7.
Mathémator : Vous dites ?
Hihutix: Je réfléchissais.

Mathémator : Ah. Alors, vous avez sirement envie de dire que tout préte a croire que :

M, = 2™ — 1, pour tout entier strictement positif n

Hihutix: Ben oui, c’est vrai au début donc y a pas de raison pour que ga s’arréte.

Mathémator : Encore faudrait-il le prouver. Par exemple, est-ce que la proposition suivante est
un théoréme :

Les entiers impairs supérieurs a 3 sont tous des nombres premiers.

Hihutix: 3 est premier, 5 est premier, 7 est premier...
Mathémator : ...donc c’est vrai!
Hihutix: Ben non. 9 est impair mais n’est pas premier...Ouais, OK, j'ai compris.

Mathémator : « Vrai pour les premiers, vrai pour tous » n’est pas un théoréme! Vous retiendrez
également que...

Pour prouver qu’'une proposition n’est pas un théoréme, il suffit d’exhiber un contre-exemple.
Nous en avons déja parlé. Revenons a notre récurrence ou induction.

Pour prouver qu'une propriété P, dépendant uniquement d’un paramétre n est vraie pour
tout n > ng, il faut vérifier que :

— Ph, est vraie (on parle parfois d’initialisation);

— pour tout n > ng, P, = Pry1 (on parle parfois d’hérédité).

Cela peut par exemple se prouver en raisonnant par l’absurde comme nous ’avons déja vu.
Ici, pour tout entier naturel non nul n, notons P,, la proposition : M,, = 2" — 1.

Cette proposition est vraie pour n = 1 puisque M; =1 =2! — 1.

11 existe donc au moins un entier naturel non nul k tel que Py soit vraie.

Alors Moy =2Mp+1=2(2F-1)+1=2-2F -2 41 =211

Ainsi Pr, — Pr41 pour tout entier naturel non nul .

Le tour est joué. On peut donc affirmer que M,, = 2™ — 1 pour tout entier naturel non nul n.

Hihutix: Donc Mgy = 2%* — 1. Je prends ma calculatrice... Mg, = 18446 744073709551 615. Ca ne
m’arrange pas tellement pour connaitre la date de la fin du monde.

Mathémator : C’est pourtant simple. Disons que les moines sont trés bien entrainés et se relaient
efficacement. Ils déplacent alors un disque par seconde. Cela nous donne une durée de jeu de...

Hihutix: Ah, ca je sais : 18446744073 709551615/3600/24/365,25/100 ce qui fait en gros 5.8
milliards de siécles...
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Mathémator : Et comme 1'Univers a grosso modo 140 millions de siécles d’existence, cela nous
laisse de la marge.

Hihutix: Ouf! Mais cela ne nous indique pas comment déplacer les huit disques du jeu initial.
On sait juste qu’en étant aussi efficaces que les moines, cela nous prendra Mg = 28 — 1 = 255
secondes.

Mathémator : Je vous laisse donc cing minutes pour le faire.

Cing manutes plus tard

Hihutix: Il faut se rendre a 1’évidence : je ne suis pas fait pour étre moine. Faut le faire pour
chaque n jusqu’a 8 en fait et noter comment on a fait. Pfif... C’est pénible.

Mathémator : Et quand un informathicien a bien réfléchi sur le papier, il peut laisser faire le sale
boulot & la machine. On a en effet une méthode qu’on sait étre correcte. Mais il est trés difficile
de l'appliquer pour un grand n donné. On sait que ga marche mais on ne sait pas vraiment
comment ¢a marche. Et c’est 1a qu'une programmation bien pensée devient merveilleusement
efficace. Si on a a notre disposition un langage sachant traiter la récursion, il va suffire de lui
donner un minimum d’instruction.

Rappelons ici notre méthode : avec n + 1 disques, je bouge les n plus petits sur le piquet du
milieu (M,, mouvements), je bouge le plus grand sur le piquet d’arrivée (1 mouvement) puis je
redéplace les n petits sur le grand (M, mouvements).

Hlustrons notre propos avec le langage Haskell qui aime les récursions.

L’opérateur ++ concaténe des listes donc aussi des chaines qui sont des listes de caractéres :

Haskell

‘*Main> t(++)

| (++) :: [a] -> [a] -> [a]

‘*Main> [1,2,3] ++ [4]

' [1,2,3,4]

‘*Main> "Raahhh" ++ " lovely"

"Raahhh lovely"

On traite les deux cas, un ou n disques :
Haskell

hanoi :: String -> String -> String -> Int -> String

-- On nomme les trois piquets sous forme de chaines.
-- On obtient la liste des mouvements sous forme d’une chaine.
-- On déplace n disques de dep vers but en se servant de piv comme pivot.
hanoi dep but piv 1 =
-- 1 disque : renvoie la chaine décrivant le mvt de dep vers but

"De " ++ dep ++ " vers " ++ but ++ "\n"
hanoi dep but piv n =

-- n disques :

(hanoi dep piv but (n - 1)) ++ -- on bouge n-1 disques de dep vers piv
(hanoi dep but piv 1) ++ -- on bouge le gros disque de dep vers but
(hanoi piv but dep (n - 1)) —- on bouge le n-1 disques du piv vers but

On affiche joliment le résultat :

Haskell

‘ -- on affiche le résultat
| tours_hanoi :: Int -> I0 ()

‘tours_hanoi n = putStrLn ( hanoi "Tige 1" "Tige 2" "Tige 3" n)
Ce qui donne pour trois disques :
Haskell

‘*Main> tours_hanoi 3
'De Tige 1 vers Tige
‘De Tige 1 vers Tige
‘De Tige 2 vers Tige
'De Tige 1 vers Tige
‘De Tige 3 vers Tige

RN WwWwN
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‘De Tige 3 vers Tige 2 ‘
De Tige 1 vers Tige 2 ‘

- ,/‘

et si l’on veut obtenir le nombre de mouvements pour déplacer de 1 a 20 disques, on change un
peu le code :

Haskell

"’nb_hanoi :: Int > Int \
‘ nb_hanoi 1 =1 ‘
|
|

‘nb_hanoi n 2 * (nb_hanoi (n-1)) + 1

| «Main> [nb_hanoi k | k <- [1..20]]
‘ [1,3,7,15,31,63,127,255,511,1023,2047,4095,8191,16383,32767,65535,131071,262143,524287‘1048575:

Hihutix: Waouh! Ca je préfére.

Mathémator : Je n’en doute pas, mais pour y arriver, il faudra passer par le stade « réflexion
mathématiquement assistée avec papier-crayon »

ﬂ Une programmation désaffectée

m Environnement

Nous travaillerons avec emacs en mode haskell et nous partagerons notre écran en deux tampons,
I'un contenant le code et ’autre l'interpréteur du compilateur GHC :

le Edit Options Buffers Tools Errors Complete Injout Signals Help
pged i Int -> Int -> Int GHCi, version 7.4.2: http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help
pgcd a @ = a Loading package ghc-prim ... linking ... done.
pgcd a b = pged d (mod c d) Loading package integer-gmp ... linking ... done.
where c = max a b Loading package base ... linking ... done.

d=minab

[1 of 1] Compiling Main ( /home/moi/PROG/HASKELL/Bro=
suillon/MD1_dummies.hs, interpreted )
Ok, modules loaded: Main.
pgedf f a pagcd d (mod c d) pgcd 32 15
where b fa 1
c=max a b pgcedf (\x -> 3xx + 5) 25
d=minab 5

MD1_dummies.hs  Top (21,8) (Haskell Ind . 24/88/28 5 U:@xx-  *haskellx RI1 (13,8)

Pour cela, il faut ouvrir un petit shell depuis emacs en tapant M-x shell, créer un répertoire

| Sheil |
'$ mkdir ~/Maths/ |
'$ mkdir ~/Maths/INFO1/ |
'$ mkdir ~/Maths/INFO1/MD/ |

pour y placer votre Fichier d’extension hs : C-x C-f ~/Maths/INFOl1/MD/dummy.hs
et lancer GHCI avec C-c C-b.
Pour les principaux raccourcis clavier d’emacs, voir ’annexe A page 120.
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m Les fonctions

L’outil de base est donc la fonction pure, au sens mathématique du terme, contrairement aux
« fonctions » du paradigme impératif : c’est une relation entre deux types, qui a chaque élément
du type de départ (domaine) fait correspondre un et un seul élément du type d’arrivée (image
ou codomaine).

Il y a trois étapes a suivre pour construire une fonction :

SPECIFIER la fonction : c’est-a-dire parfois (on peut effectivement s’en passer au besoin) la
nommer, donner son type, i.e. son domaine et son codomaine : on parle de signature de
type et on explique ce qu’elle fait. Par exemple pour le double d’un entier sur Haskell :

Haskell

‘double :: Int -> Int ‘
‘—— calcule le double d’un entier : le résultat est un entier ‘

Sur Haskell, donner la signature est optionnel car le compilateur 1'inféere mais c’est une
bonne pratique de ’annoncer a ’avance pour plus de sécurité. Si le type inféré par le
compilateur est différent de celui spécifié, c’est qu’il faut revoir sa copie...Cela rend de
plus le code plus lisible.

On peut obtenir le type d'une expression avec la commande :t :

Haskell

*Main> :t double ‘
‘double :: Int —> Int ‘

REALISER la fonction c’est associer a la fonction spécifiée une expression. Dans notre exemple,
il s’agit de multiplier I'argument de la fonction par 2. Pour cela, on utilise des paramétres
formels qui font abstraction de la valeur particuliére du nombre dont on veut connaitre
le double. Ici :

Haskell
[double n=2=n }

UTILISER la fonction dans une expression en lui donnant des paramétres effectifs (arguments),
c’est-a-dire liés a 'application particuliére de la fonction :

Haskell

*Main> (double 3) + (double 7)
20 |

Il faut bien noter que les étapes de réalisation et d’utilisation sont en quelque sorte indépen-
dantes, contrairement au paradigme impératif.

La réalisation fait abstraction de l'utilisation : ’expression fournie réalisera la spécification
quelque soit le contexte.

L'’utilisation fait abstraction de la réalisation : si on suit la spécification, on aura ce qu’on veut
dans tous les cas.

m Un exemple

Nous allons reprendre un exemple donné pour découvrir Scheme dans Scholl et coll. [1993].

Décrire une fonction qui étant donnés quatre flottants leur associe la moyenne des deux
@EZTT) | nombres parmi les quatre qui ne sont ni le plus grand ni le plus petit. Par exemple, la
moyenne olympique de 10, 8, 12 et 14 est 11 et celle de 12, 12, 12 et 12 est 12.

spécification On donne la signature de la fonction et on dit rapidement ce qu’elle doit faire :

Haskell

‘moyenne_olympique4 :: Float -> Float -> Float -> Float -> Float
‘ -- renvoie la moyenne olympique de 4 flottants sous forme d’un flottant
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Les types (ici Float) commencent par une majuscule.

Pour nommer les fonctions, méme si c’est tentant, évitez des noms comme « bourre pif 44 »
ou méme « f» car il vaut mieux avoir des noms les plus significatifs possibles pour rendre
I'utilisation des fonctions plus limpide.

réalisation Il existe bien sfir de nombreuses pistes pour réaliser cette spécification. Proposez-en
au moins trois. Nous allons par exemple additionner les quatre nombres, retirer le plus
grand et le plus petit puis diviser par 2.

On voit comment additionner quatre nombres mais comment obtenir le plus grand et le
plus petit des quatre ?

On dispose sur Haskell des fonctions min et max. La signature de min est :

Haskell

*Main> :t min
‘min i1 0rda=>a->a->a

Ord est la classe de type des types ordonnés. Comme il y en a plusieurs (les « nombres »,
les caractéres, les chaines de caractéres, les booléens, et tous ceux que nous créerons...), on
les regroupe sous la vartable de type a qui peut étre en fait n'importe quel type.

Est-ce que Ord peut s’appliquer & n'importe quel type ?
«Main> "Argh" > "Ah!"
True
*Main> compare "Argh" "Ah!"
GT
*Main> compare True False
GT
*Main> compare 3 4.0
LT

*Main> compare 3 "quatre"

<interactive>:68:9:
No instance for (Num [Char])
arising from the literal ‘3’
Possible fix: add an instance declaration for (Num [Char])
In the first argument of ‘compare’, namely ‘3’
In the expression: compare 3 "quatre"
In an equation for ‘it’: it = compare 3 "quatre"

La fonction min est donc polymorphe :

Haskell
*Main> min ’a’ ’b’
la!
+Main> min 5 3
3

*Main> min "Tralala" "Pouet Pouet"
"Pouet Pouet"

+Main> min True False

False

Bon, mais ga ne permet de trouver que le plus petit entre DEUX nombres et nous voudrions
le minimum de QUATRE nombres...

Que fait-on naturellement quand on a une liste de nombres? On les compare deux par
deux : les deux premiers, hop avec le troisiéme et hop avec le quatrieme.

Bref, quelque chose comme ga: min a (min b (min c d) ).

Bon, ben, y a plus qu’a l’écrire comme on 1'a pensé :
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Haskell
(moyenne_olympique4 abcd-=
‘ (s - mini - maxi) / 2 -- 1’expression correspondant a la méthode choisie
‘ where s =a +b +c +d —- la somme des 4 nombres
‘ mini = min a (min b (min c d) ) -- Ile plus petit des 4
L maxi = max a (max b (max c d) ) -- le plus grand des 4

utilisation Reprenons un des exemples proposés au départ :

Haskell

*Main> moyenne_olympique4 10 8 12 14
Lll.o

Vous aurez remarqué que 10 par exemple est un Int et pourtant il est traité comme un
Float...

En fait, 10 n’est pas un Int, c’est un Num qui regroupe les différents types numériques :
Int, integer, Float, Double.

Haskell

(*Main> :t 10
‘10 :: Num a => a

n Polymorphisme - abstraction - récursion - listes

Nous avons donc mis au point une fonction qui calcule la moyenne olympique de quatre nombres
mais s'il y en a plus? On veut donc abstraire la taille de I’argument de la fonction.

Décrire une fonction qui étant donnée une liste d’au moins quatre nombres leur associe la
m moyenne des nombres parmi ceux de la liste qui ne sont ni le plus grand ni le plus petit.
Par exemple, la moyenne olympique de 15, 7, 10, 8, 12 et 14 est 11.

Reprenons notre minimum de quatre nombres : min a (min b (min ¢ d) ).
Bon, pour cing: min a (min b (min ¢ (min d e))).

Pour six....pour 20...¢a doit marcher pareillement...On voit le principe.

La signature sera :

Haskell

‘min_liste :: (Ord a) => [a] —> a
‘ -— renvoie le mini d’une liste d’éléments ordonnables

et pour le maximum aussi :

Haskell

‘max_liste :: (Ord a) => [a] —> a
‘ -- renvoie le maxi d’une liste d’éléments ordonnables

Alors on pourrait regrouper ca en une seule fonction qui prendrait le type d’extremum en
argument, quelque chose comme ga :

Haskell

‘extr_liste :: (Ord a) => (a -> a -> a) -> [a] —> a
‘ -- renvoie le mini ou le maxi (on choisit en mettant la nature de 1’extremum en
‘ paramétre) d’une liste d’éléments ordonnables

Ouh la la...ralentissons un peu...
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m Récursion, induction, récurrence

GNU : Gnu’s Not Unix

Définition : si vous ne comprenez toujours pas le sens du mot « récursion », relisez
cette phrase.

...des mots qui tournent autour du méme théme mais qu'’il faut savoir distinguer.

L’induction consiste a conclure a partir d’observations préalables : cela correspond a la démarche
expérimentale classique. Sans précautions, cela peut conduire a certaines contre-vérités. Par
exemple 3, 5 et 7 sont premiers donc on pourrait en déduire, par induction, que tous les nombres
impairs a partir de 3 sont premiers et pourtant...

L'induction mathématique ou raisonnement par récurrence corrige ce défaut. On part tou-
jours d’un résultat observé mais on démontre qu'il est vrai pour tous les éléments d’un ensemble
donné, éventuellement infini. C’est I’induction expérimentale corrigée par la rigueur du raison-
nement mathématique.

En informatique, une fonction récursive (ou un type récursif) est une fonction (ou un type)
qui fait référence a elle(lui)-méme dans sa définition. Ce mécanisme est trés puissant et permet
de condenser 1’écriture d’un programme.

Nous avons déja parlé de l'induction mathématique. Nous allons donc nous occuper dans un
premier temps des fonctions puis des types récursifs.

m Fonction récursive

Nous avons parlé des tours de Hanoi. Voyons un exemple plus simple, la factorielle :

nl=1x2x3xX---Xn

Les trois petits points, c’est de la récursion cachée. Débarrassons-nous en :

1 si n=0
n! =

nx(n-—1!sin>1

ou encore fac(n): si n = 0 alors 1 sinon n * (fac (n - 1)).

L’idée est de résoudre un probléme portant sur une donnée d’une certaine « taille » et de
tenter de le décomposer pour se ramener au méme probléme mais sur une donnée de taille
plus petite et de savoir le résoudre directement dans un cas basique le plus petit possible.

Pour la factorielle, la valeur de la fonction en n se calcule au moyen de la valeur de la fonction
en n — 1. De plus, on sait calculer la factorielle pour n = 0 ce qui va permettre d’arréter le
processus.

Pour la factorielle, on prouve par récurrence que fac(n) calcule bien n! et que le nombre
—— d’appels de la fonction fac engendrés par le calcul de fac(n) est égal a n — 1 : faites-le!

Attention! Toute formule n’entraine pas un calcul fini. Par exemple, on aurait pu définir fac de
la sorte :

fac(n): si n = 0 alors 1 sinon (fac (n + 1)) / (n + 1)

Quel est le probléme ?

Voici une premiére maniére d’implémenter la factorielle avec Haskell :

Haskell
‘facl :: Integer -> Integer
facl 0 =1
‘facl n =n % (fac (n-1))

Vous noterez ’emploi d’Integer au lieu de Int car ce dernier correspond a un entier machine
donc, comme vous 1’avez vu en archi, il est borné.

Sur une machine 64 bits, on prend 1 bit pour le signe donc on dispose de 63 bits.

On peut donc coder des entiers entre —253 et 263 — 1. On vérifie avec la fonction constante
maxBound :
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Haskell

*Main> maxBound :: Int
9223372036854775807
*Main> 2463 - 1
9223372036854775807
*Main> minBound :: Int
-9223372036854775808
*Main> - 2463
-9223372036854775808

Le type Integer correspond lui & des entiers de longueur quelconque. Alors pourquoi utiliser
Int ? Parce que c’est beaucoup plus rapide et moins gourmand en mémoire. On n’utilisera
Integer qu’en cas de besoin comme ici pour les factorielles qui font exploser la taille des
nombres :

Haskell

 #Main> facl 100
| 93326215443944152681699238856266700490715968264381621468592963895217599993229915608941
| 463976156518286253697920827223758251185210916864000000000000000000000000 |

Il y a bien d’autres fagons d’écrire la factorielle en Haskell...

— En recréant une boucle :

Haskell

‘facZ n = fac_boucle n 1

‘ where

\ fac_boucle 0 accu = accu

L fac_boucle k accu = fac_boucle (k - 1) (k * accu)

~

Il y a une boucle la-dedans ?

— En utilisant un pliage comme foldl qui plie une liste par la gauche en lui appliquant
une fonction et en commengant par une valeur donnée.

Haskell

‘fac3 :: Integer -> Integer
' fac3 n = foldl (+) 1 [1..n]

— En utilisant product qui calcule le produit des éléments d’une liste...

P
‘fac4 :: Integer -> Integer

' fac4 n = product [1..n]

I1 est difficile au début de comprendre les dessous de 1’évaluation en Haskell. Nous n’en parlerons
pas (tout de suite).

Disons que ’emploi de fonctions que nous allons étudier bient6t comme fold, map sera notre
priorité. Ensuite, on essaiera une récursion.

m Définition récursive d’un type
On ne dispose souvent que de quelques types de base : entiers, flottants, caractéres, booléens.

On a pourtant besoin de types plus sophistiqués.

Par exemple, qu’est-ce qu'un mot ? Disons que c’est soit le vide, soit un caractére suivi d’un
mot. Cela nous donne une régle de construction de proche en proche : on ajoute une a une dans
I’ordre les lettres du mot pour le construire.

La structure attachée est celle d’un arbre. Voici celui correspondant au mot « glop ».
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+
/\
g +
/\
1 +
/\
o +
/\
P Vide

On choisit un opérateur infize :+ pour noter le constructeur par ajout d'un caractére a gauche.
Comme il faut bien partir de quelque chose, on crée aussi le constructeur vide qui construit un
mot vide.

Sur Haskell, ce genre de type se crée simplement avec data aprés avoir créé un opérateur infixe
avec la fonction infixr :

Haskell
‘infixr 1 :+ ‘
| |
' data Mot = |
| Vide \
| Char :+ Mot |

Le «r» aprés infix indique que l'opérateur est associatif a droite :

"a’ :+ ('b’ :+ (¢’ :+ Vide)) == ’a’ :+ 'b’ :+ 'c’ :+ Vide

Le 1 indique le niveau de priorité sur les autres opérateurs. Par exemple, le niveau de * est 7
alors que celui de + est 6.

Le | indique l'alternative.

On va rajouter un petit sucre dont on reparlera plus tard : la dérivation. Pour pouvoir afficher
nos objets dans l'interpréteur, nous allons faire en sorte que notre type Mot fasse partie de la
classe Show :

Haskell
‘ data Mot = ‘
| Vide |
‘ | Char :+ Mot ‘
| deriving (Show)
On peut maintenant créer un mot :

Haskell
‘-A-Main> let m = ’a’ :+ 'b’ :+ Vide
*Main> m

| +Main> :t m

|
a’ :+ (b’ :+ Vide) ‘
|
‘m :: Mot ‘

Pour pouvoir travailler sur ces « Mots », en plus des constructeurs, on a besoin de sélecteurs
qui vont permettre de désigner les éléments qui ont permis de construire le mot. Les sélecteurs
permettent en fait de découper les objets construits.

Ici, on construit des arbres par la gauche : nous avons besoin de distinguer la téte du mot qui
est son premier caractére, de sa queue qui est le mot privé de sa téte. Attention! Un mot vide
n’a ni queue ni téte...

Par exemple, pour la téte :

Haskell

‘tete :: Mot -> Char ‘
‘ -- renvoie le premier caractére d’un mot avec un filtrage par motif ‘
| tete Vide = error "Mot vide !" \
‘ --— un mot vide n’a pas de téte ‘
‘tete (t :+q) =t ‘
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Déterminez une fonction queue :: Mot —-> Mot qui renvoie la queue d’un mot.

Par exemple :

Haskell

*Main> tete m

a

On pourrait avoir besoin de testeurs qui nous permet de savoir comment a été construit 1’objet.
Ici, ce serait un test estVide mais on peut s’en passer grace au filtrage par motif.

En ce qui concerne Haskell, on peut donc avoir & comparer un mot au mot Vide : il faut donc
dériver notre type de la classe Eq :

Haskell
data Mot =
Vide
| Char :+ Mot

deriving (Show,Eq)

estVide :: Mot -> Bool
estVide m = m == Vide

*Main> estVide Vide
True

*Main> estVide m
False

Sélecteurs et testeurs sont alors liés par la relation :

—(estVide m) +» (m = (tete m) :+ (queue m))

Cherchons maintenant a définir une fonction sur ce type Mot. Par exemple, on voudrait compter
le nombre de « a » dans un mot.
Commengons par la signature :

Haskell

‘nba i1 Mot -> Int
‘—— calcule le nombre de

[

a’ dans un mot

Nous allons étudier ensuite tous les cas de construction d'un mot. Il y en a deux.
— Si le mot est vide, alors son nombre de ’a’ est 0.

— Sinon, le mot est construit part :+ q.
Si t ='a/, alors nba mot = 1 + nba q, sinon, nba mot = nba q.

Il n’y a plus qu’a transcrire cela en Haskell :

Haskell
'nba Vide =0
‘nba (t :+ q) = (nba q) + (if t == ’a’ then 1 else 0)

Autre syntaxe possible en filtrant sur le motif de t : :

Haskell
‘nbaZ Vide = 0
'nba2 (t :+ q)
‘ | t =="a’ = (nba2 q) + 1
' |otherwise = nba2 g
Autre syntaxe en utilisant case :
Haskell
‘nbaB mot = case mot of Vide >0
\ (t :+ @) -> (nba3 q) + (if t == 'a’ then 1 else 0)
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Une maniére plus fonctionnelle de procéder est d’utiliser un pliage mais la fonction foldl est
de signature foldl :: (a -> b -> a) -> a —> [b] -> a donc ne peut plier que des
listes.

11 faudrait soit créer une fonction de pliage de mots, soit créer une fonction qui a un mot associe
la liste de ses caractéres : voici de quoi occuper vos loisirs :)

Comme je suis trés gentil, je vous propose une solution pour le pliage (pour vous aider d’ailleurs
a mieux comprendre le pliage gauche...) :

Haskell
pliage :: (a -> Char -> a) -> a -> Mot —> a
-- adapte foldl aux mots
pliage fonc ini Vide = ini

pliage fonc ini (t :+ q) pliage fonc (fonc ini t) g

nba4 :: Mot -> Int
-- calcule le nombre de

’

a’ dans un mot par pliage

nba4 mot =
pliage (\accu t -> accu + (if t == ’a’ then 1 else 0)) 0 mot
1. Déterminez une fonction longueur :: Mot -> Int qui renvoie le nombre de ca-

ractéres constituant un mot.

2. Déterminez une fonction renverse :: Mot —> Mot qui inverse l'ordre d’un mot.

3. Déterminez une fonction colle :: Mot -> Mot -> Mot qui concaténe deux
mots.

4. Déterminez une fonction 1liste_of Mot :: Mot -> [Char] quia un mot as-

socie la liste de ses caractéres.

m Zoom sur les listes

Vous étudierez en algo2 les listes d’un point de vue « bas niveau », c’est-a-dire en mettant les
mains dans le cambouis de la machine.

En mathématique, nous restons propres et proches de la nature. Les listes ne seront pas des
parties d'un moteur polluant mais de beaux arbres bons pour la planéte. Malgré tout, ce seront
des arbres un peu spéciaux car ils seront plats...

Ce type pré-existe bien siir en Haskell. Dans un but pédagogique, nous allons cependant le
reconstruire & la main.

m Le constructeur liste

Bon, nous avons vu les mots dans la section précédente donc vous devriez pouvoir créer sans
souci un type Liste...il faudrait juste préciser ce que nous entendons par liste!

C’est un ensemble d’éléments de méme type placés dans un ordre donné.
Conventionnellement, on note les listes en plagant leurs élément séparés par des virgules entre
crochets. Par exemple, voici une liste d’entiers : [1, 6,45, —7, 0].

Nos mots étaient en fait des listes de caractéres, mais on veut aussi pouvoir créer des listes
d’entiers, de booléens, de schmurx, etc.

Nous allons donc créer un type polymorphe...
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Haskell

‘infixr 1:-

|

' data Liste a =

- Nil

‘ | a :- (Liste a)

\ deriving (Show,Eq,Ord)

Nous choisissons cependant de choisir nos éléments dans un ensemble ordonné pour rendre nos
listes plus riches (...et surtout « triables »).
Par exemple :

Haskell
‘*Main> let 11 =1 :- 6 :- 45 :- (-7) :- 0 :- Nil
| +Main> 11
1 :- (6 :- (45 :- (-7 :- (0 :- Nil))))
*Main> :t 11

‘11 :: Liste Integer

La machine (et vous...) voit en fait ga :

1 -
6 -
45 -
_7 -
0 Nil

On peut créer des listes de booléens si ca nous chante :

Haskell
‘*Main> let 12 = True :- False :- True :- True :- Nil
| +Main> :t 12
‘12 :: Liste Bool
et méme des listes de listes!

Haskell
*Main> let a_1 =1 :- 2 :- Nil
‘*Main> let a_2 =3 :- 4 :- Nil
*Main> let a_3 =5 :- 6 :- Nil

‘*Main> let big_.a = a_1 :- a_2 :- a_3 :- Nil
| «Main> :t big a

‘big_a :: Liste (Liste Integer)

Déterminez les sélecteurs.

m Les fonctions indispensables

Voici les outils minimums tels qu’ils sont décrits dans la documentation du module Data.List
de Haskell. Adaptez-les & notre type Liste et donnez-leur un nom francais pour éviter les conflits
avec les fonctions de Haskell.

Extrait de la documentation de Data.List

) 1 [al -> [a] -> [a]
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Append two lists, i.e.,
[x1, ..., xm] ++ [vyl, ..., yn] == [x1, ..., xm, y1, ..., yn]
[x1, ..., xm] ++ [yl, ...] == [x1, ..., xm, v1, ...]

If the first list is not finite, the result is the first list.

head :: [a] -> a
Extract the first element of a list, which must be non-empty.

last :: [a] —> a
Extract the last element of a list, which must be finite and non-empty.

tail :: [a] -> [a]
Extract the elements after the head of a list, which must be non-empty.

init :: [a] -> [a]
Return all the elements of a list except the last one. The list must be non-empty.

null :: [a] -> Bool
Test whether a list is empty.

length :: [a] —> Int
length returns the length of a finite list as an Int. It is an instance of the more
general Data.List.genericLength, the result type of which may be any kind of

number.
map :: (a -> b) -> [a] -> [b] Source
map f xs is the list obtained by applying f to each element of xs, i.e.,
map f [x1, x2, ..., xn] == [f x1, f x2, ..., f xn]
map f [x1, x2, ...] == [f x1, f x2, ...]
reverse :: [a] -> [a] Source

reverse xs returns the elements of xs in reverse order. xs must be finite.

foldl :: (a ->b ->a) -> a -> [b] -> a Source
foldl, applied to a binary operator, a starting value (typically the left-identity
of the operator), and a list, reduces the list using the binary operator, from
left to right:
foldl f z [x1, x2, ..., xn] == (...((z ‘f* x1) ‘ff x2) ‘f*...) ‘f° xn
The list must be finite.

any :: (a -> Bool) -> [a] —-> Bool Source
Applied to a predicate and a list, any determines if any element of the list
satisfies the predicate.

all :: (a -> Bool) -> [a] -> Bool Source
Applied to a predicate and a list, all determines if all elements of the list
satisfy the predicate.

sum :: Num a => [a] -> a Source
The sum function computes the sum of a finite list of numbers.

product :: Num a => [a] -> a Source
The product function computes the product of a finite list of numbers.

maximum :: Ord a => [a] -> a Source

maximum returns the maximum value from a list, which must be non-empty, finite, and
of an ordered type. It is a special case of maximumBy, which allows the
programmer to supply their own comparison function.

minimum :: Ord a => [a] -> a Source

minimum returns the minimum value from a list, which must be non-empty, finite, and
of an ordered type. It is a special case of minimumBy, which allows the
programmer to supply their own comparison function.

takeWhile :: (a -> Bool) -> [a] -> [a] Source
takeWhile, applied to a predicate p and a list xs, returns the longest prefix
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(possibly empty) of xs of elements that satisfy p:
takeWhile (< 3) [1,2,3,4,1,2,3,4] == [1,2]
takeWhile (< 9) [1,2,3] == [1,2,3]
takeWhile (< 0) [1,2,3] == []

elem :: Eqg a => a -> [a] -> Bool Source

elem is the list membership predicate, usually written in infix form, e.g., x ‘elem‘
XS.

find :: (a -> Bool) -> [a] -> Maybe a Source

The find function takes a predicate and a list and returns the first element in the
list matching the predicate, or Nothing if there is no such element.

filter :: (a -> Bool) -> [a] -> [a] Source
filter, applied to a predicate and a list, returns the list of those elements that
satisfy the predicate; i.e.,
filter p xs = [ X | x <- xs, p X]

partition :: (a -> Bool) -> [a] -> ([a], [al) Source
The partition function takes a predicate a list and returns the pair of lists of
elements which do and do not satisfy the predicate, respectively; i.e.,
partition p xs == (filter p xs, filter (not . p) xs)

zip :: [a] -> [b] -> [(a, b)] Source
zip takes two lists and returns a list of corresponding pairs. If one input list is
short, excess elements of the longer list are discarded.
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Arithmetigue): un
premier survol

En 1994, le mathématicien britannique Andrew WILES fit sensation en dé-
montrant le grand théoréme de FERMAT. Ce vieux probléme d'arithmé-
tique avait tenu les mathématiciens en haleine pendant trois siécles. Pour le
vaincre, WILES travailla sur les courbes elliptiques dont I'étude méle arith-
métique, structures algébriques, géométrie, analyse. Ces travaux et leurs
dérivés ont permis d'assurer la sécurité des cartes a puces, des échanges
sur internet : la recherche fondamentale en mathématiques sur des nombres
entiers fit faire un bon en avant a I'informatique. Quoi de plus normal aprés
tout : un ordinateur n'est rien de plus qu'une machine calculant avec des
zéros et des uns...
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n Structures meres

m Lois de composition interne

i e
‘ ” La notion de loi de composition interne est primordiale, tant en mathématiques qu’en informa-
E ‘/ €£ tique : la notion de type en informatique impose un certain respect de la loi...

ek

228 i)

Haskell

*Main> let un = 1 :: Int
*Main> :t un

un :: Int

*Main> pi

3.141592653589793
*Main> :t pi

pi :: Floating a => a
*Main> un + pi

<interactive>:166:6:
No instance for (Floating Int)
arising from a use of ‘pi’
Possible fix: add an instance declaration for (Floating Int)
In the second argument of ‘(+)’, namely ‘pi’
In the expression: un + pi
In an equation for ‘it’: it = un + pi

On n’additionne pas n'importe qui avec n’importe quoi.
Formalisons la chose :

Loi de composition interne
Définition 5 - 1 Un loi de composition interne x définie sur un ensemble E est une application de £ x E
vers E. On dit alors que (E,*) est un magma.

Le plus souvent, si x est la loi, on note z xy au lieu de x(z, y).

Par exemple (N, +), (P(E),N), un langage L, muni de la concaténation, sont trois magmas mais
(N, —) n’est pas un magma.

Elément neutre

Définition 5 - 2 C’est un élément de E qui vérifie, pour tout élément z de E,

EXxT=Txe=2=1T

Quels sont les éléments neutres des magmas cités plus haut ? Si un magma admet un élément
neutre, celui-ci est unique : pouvez-vous le démontrer ?

Monoide
Définition 5 - 3 On appelle monoide tout couple (E, *) tel que la loi % soit associative. Si en plus le monoide
admet un élément neutre, on dit que le monoide est libre (ou unitaire).

Les magmas précédemment cités sont-ils des monoides ? Des monoides libres ?

Sous-monoide

Théoréme 5 - 1 Soit (E, ) un monoide et M C E tel que M soit stable par . Alors (M, ) est un monoide :
c’est un sous-monoide de (E, *).
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Enfin, le définition suivante introduit une notion fondamentale en arithmétique et en algébre en
général :

Elément inversible
Soit (E,*) un monoide unitaire d’élément neutre e. Un élément = de E est inversible (ou

Définition 5 - 4 symeétrisable) par rapport & * s'il existe y dans E tel que

TxY=Y*xT =e

Montrez que si a admet un symétrique, celui-ci est unique.

m Les groupes

Mort dans un duel & ’dge de vingt ans, Evariste GALOIS a tout de méme eu le temps de révolu-
tionner les mathématiques et ses travaux ont eu une trés grande influence sur le développement
récent de la cryptographie depuis ces trente derniéres années.

La notion de groupe a d’abord été liée a la recherche des solutions d’une équation : peut-on
trouver un nombre entier naturel n tel que n +2 =07

Comme ce genre de probléme a besoin d’étre résolu (j’ai monté deux étages et je suis arrivé au
rez-de-chaussée : de quel étage suis-je parti?), la structure de groupe a été étudiée de prés.
Vous me direz, ce genre de probléme n’est pas vraiment révolutionnaire ni utile. Pourtant, nous
verrons en T'D que cette structure permet d’assurer la sécurité des cartes a puces et des échanges

. sur la toile... .
E.Garors (1811-1832)  Donnons-en tout d’abord une définition :

— Groupe
Be inttiontKal Un groupe est un monoide unitaire tel que tout élément est inversible.

Les lois de groupe sont souvent notées x ou +.
On note alors :

z4+z+---+z=%k-z ou TXTX - XT=2T
—_—— —_—

k fois k fois

Que peut-on dire de Z muni de ’addition ?
Nous travaillerons en général avec des groupes ayant seulement un nombre fini d’éléments :

Groupe fini
Soit (G, +) un groupe d’élément neutre Og ayant un nombre fini d’éléments. Le cardinal de

Beinitiont kel G est appelé 1'ordre du groupe G.

Soit z un élément de G. L’ordre de I'élément z est le plus petit entier k£ tel que k- z = 0.

Etudions maintenant le groupe qui nous occupera le restant de notre chapitre...
m Le groupe (Z/nZ,+)

m Congruence

Congruence des entiers
Soit m un entier naturel non nul.
Deux éléments a et b du groupe (Z, +) sont congrus modulo n si, et seulement si, ils ont le

Définition 5 - 7 méme reste dans la division par n. On note

a = b (modn)

et on lit « a est congru a b modulo n ».
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Cette notion de « modulo » est entrée dans le langage courant du geek :

« Well, LISP seems to work okay now, modulo that GC bug. »
« I feel fine today modulo a slight headache. »

in « The New Hacker’s Dictionnary »
http://outpost9.com/reference/jargon/jargon 28 html#SEC35

Vérifiez tout d’abord que la relation de congruence est une relation d’équivalence. On peut

donc définir un ensemble quotient, c’est-a-dire les relations d’équivalence.
Prenons un exemple innocent : travaillons modulo 2. Combien y a-t-il de classes d’équivalence ?

Quel est ’ensemble quotient ?

On a pris I’habitude de noter Z/;,7 '’ensemble quotient de la relation de congruence modulo n.
On notera dans ce cours k- la classe de k modulo n.

Attention !

La plupart des langages possédent une fonction mod ou quelque chose d’équivalent. Ainsia mod n
renvoie parfois 1’élément de la classe d’équivalence de a compris entre 0 et n — 1, d’autre
fois entre —n + 1 et n — 1 selon le signe de a mais dans tous les cas le nombre qui vérifie
a = (a/n)*n + x mod n.

Avec Caml :

OCaml

Objective Caml version 3.12.0

F*

17 mod 3 ;;

:int = 2

-17 mod 3 ;;

:int = -2

-17/3;;

: int = -5

# (-17 / 3)*3 + (=17 mod 3) ;;
: int = -17

(B |

FH

Avec Python :

Python 2.7.2+ (default, Oct 4 2011, 20:06:09)
>>> 17 % 3

2

>>> =17 % 3

1

>>> -17/3

-6

>>> (=17 // 3)*3 + (17 % 3)

-17

Avec Haskell, on a les deux :)

Haskell

*Main> mod 17 3

2

*Main> mod (-17) 3

1

*Main> div (-17) 3

-6

*Main> 3 * (div (-17) 3) + (mod (-17) 3)
-17

*Main> rem (-17) 3

-2

*Main> quot (-17) 3

-5

*Main> 3 * (quot (-17) 3) + (rem (-17) 3)
-17

*Main> 3 % (quot (-17) 3) + (mod (-17) 3)
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-14

*Main> 3 * (div (-17) 3) + (rem (-17) 3)

\ -20

Théoréme 5 - 2

Papyrus d’une copie
des éléments
d’EucLIDE datant du
premier siécle aprés
JC, quatre siécles
aprés la mort du
mathématicien grec.

m Division euclidienne

Pour éviter ce genre d’ambiguité, nous allons nous mettre d’accord grace au théoréme suivant :

Division euclidienne
Soit a un entier relatif et b un entier naturel non nul.
Il existe un unique couple d’entiers (g,7) tels que

a=bg+r avec 0<r<d

Déterminer g et r, c’est effectuer la division euclidienne de a par b.
On appelle a le dividende, b le diviseur, g le quotient et r le reste.

Si l'on remplace la condition sur le reste par 0 < |r| < b, il n’y a plus unicité (c’est
d’ailleurs la formulation habituelle qui permet de travailler dans les mémes conditions dans
des structures plus vastes qu’on appelle anneauz euclidiens) ce qui explique que Python
et Ocaml ne sont pas d’accord...

Qui dit théoréme dit démonstration. Le principe de celle qui va suivre est le schéma suivant qui
traduit la division de 37 par 4 :

4

I Ty

| |
8 x4 9x4 10 x 4

A\

qui traduit qu'un entier a est soit un multiple de b, soit est encadré par deux multiples consécutifs
de b.

L’énoncé contient deux termes importants : « il ezzste un unique couple ». Il va donc falloir
prouver deux choses :

- qu'un tel couple existe

- qu’il est unique.

Traitons d’abord le cas particulier o1 @ € N.

Existence Le monde des multiples de b se sépare en deux catégories : ceux qui sont inférieurs (ou

égaux) a a et les autres.
En d’autres termes, appelons M; l'ensemble des multiples de b inférieurs ou égaux a a.
Cet ensemble M; est non vide car il contient au moins 0. De plus M, est majoré par a
puisqu’on l'a défini comme ga.
L’ensemble M; est donc une partie de N non vide et majorée : M; admet donc un plus
grand élément d’aprés une propriété que vous avez démontrée.
Appelons p ce plus grand élément. C’est un multiple de b, donc il existe un entier g tel
que © = gb.
Le multiple suivant est u +b = ¢gb+ b = (¢ + 1)b qui n’appartient pas & M; car il est
strictement supérieur au maximum y.
On en déduit que

bg<La<bg+d

C’est ce que nous « montrait » le dessin. Il nous indique aussi que le reste correspond en
fait a la différence a — bgq.

Posons donc » = a — bg : on a alors a = bqg + r et donc bg < bg + r < bg + b, c’est a dire
o<r<b
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Nous avons donc démontré ’existence de deux entiers q et r tels que a = bq + r avec
0 < r < b, inspirés que nous étions par un joli dessin.
11 reste & démontrer 'unicité d’un tel couple d’entiers.

unicité Une méthode habituelle pour démontrer une unicité est supposer 'existence d'un second

Définition 5 - 8

Théoréme 5 - 3

Théoréme 5 - 4

couple.
Supposons donc qu'il existe deux couples d’entiers (b, g) et (¥, q') vérifiant

a=bg+r avec 0<r<d
a=0bg +r avec 07 <b

Effectuons la différence membre & membre de ces égalités. On obtient

0=b(g—q¢)+r—r" avec —-b<r—-r'<b
Vous en déduisez comme moi que r — r’ est un multiple de b, et que ce multiple est
strictement compris entre —b et b.

Le seul multiple qui convient est 0, donc r — 7’ = 0 et par suite ¢ — ¢’ = 0, c’est & dire que
r =r' et ¢ = ¢’. Dés lors il n’existe qu'un seul couple solution.

Diviseur
Un entier non nul d divise (ou est un diviseur de) ’entier a si, et seulement si, le reste de
la division euclidienne de a par d est nul.

Pourquoi dit-on habituellement qu’on ne peut pas diviser par zéro? D’ailleurs, dans
de nombreux cas, le debugger de votre langage préféré renvoie des messages du type
*%% Exception: divide by zero...

Vous traiterez ensuite le cas ol a est strictement négatif connaissant bien siir le résultat
pour a € N.

En général, on prend comme représentant principal de la classe de a modulo n le reste de la
division de a par n. Par exemple, on notera :

Z/gy = {0°,1°,2°,3°,4°,5°,6,7"}

Notez bien que 68, TS, etc. sont des ensembles d’entiers!...

Ici, 0° = {...,—16,8,0,8, 16,24,32, ...}

Par ABUS DE NOTATION, on écrira le plus souvent k£ pour désigner k" ce qui nous ameénera
a écrire par exemple que 8 = 0, voire 3 x 5 = 7 = —1 comme nous le verrons plus loin...

Donnons quelques théorémes importants que vous démontrerez en TD :

Soit a et b deux entiers et n un entier naturel.
a est congru a b modulo n si et seulement si a — b est un multiple de n

Cette propriété nous permet en fait d’exploiter autrement les congruences. En effet, si par
exemple z = 5(mod 32), cela signifie qu’il existe un entier k tel que z — 5 = 32k, soit encore que
z =54 32k.

Voyons une autre formulation utile :

a=b(modn)<=3Jk€Z | a=b+kn

Ca ressemble a la division euclidienne de a par n mais ga peut ne pas l’étre : n’oubliez pas que
le reste doit obligatoirement étre positif et strictement inférieur au diviseur.

Par exemple on a bien 33 = 97(mod 32) mais 97 n’est certes pas le reste de la division de 33 par
32.

I1 faudrait maintenant pouvoir définir des opérations sur les classes de congruences. On aurait
envie de dire que la somme des classes de a et de b modulo n est en fait la classe de la somme
a + b modulo n et pareil pour la multiplication mais est-ce licite ?
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m Premiéres propriétés
Nous aurons besoin des propriétés suivantes que vous allez prouver en TD :

Card (Z/p,7) =n

. a = a(modn)

. Sia = b(modn) et b = c¢(modn), alors a = c(modn)

Théoréme 5 - 5

1.
2
3. Sia = b(modn), alors b = a(mod n)
4
5

. Sia = b(modn) et a’ = b'(modn), alors
a+a =b+b (modn) a—a' =b—-b (modn) aa' =bb (modn)

6. Si a = b(modn), alors, pour tout p € N, a? = b?(mod n)

En fait, il faut retenir qu’on peut additionner, soustraire, multiplier des congruences de méme
module.

Nous avons oublié la division et pour cause : c’est une opération a haut risque quand on travaille
avec des entiers!

12
Par exemple 12 = 0(mod 6), mais 3 Z g(mod 6).

m Loi de groupe

La propriété 5 du théoréme 5 - 5 nous permet de définir une loi d’addition et une loi de
multiplication sur Z/p 7, :

Théoréme 5 - 6 Vn e N*, V(z,y) €72, z°+y"=z+y", T -y =z y"

Ecrivez par exemple les lois d’addition et de multiplication de Z/77, et Z/g7, : des remarques ?
Est-ce que (Z/n7,+) et (Z/n7, ) sont des groupes?

Dire que p est inversible modulo n signifie qu'il existe un entier p' tel que p-p’ = 1(modn), c’est-
a-dire qu’il existe un entier & tel que pp’ = 1+ kn. Nous venons de voir pour certaines valeurs de
n, cette recherche semble possible et qu’elle pose probléme dans d’autres cas. Nous allons avoir
besoin de quelques théoréemes de plus pour conclure a coup sir, cette notion d’inverse modulaire
étant centrale en cryptographie donc en sécurité informatique.

m Calcul modulaire en Haskell

On peut créer un type enregistrement pour travailler modulo un entier :

Haskell
‘data Classe = ‘
‘ Zero_c ‘
. |Un_c \
‘ |Classe {modulo :: Int, representant :: Int} ‘

On fait de Classe une instance de Eq pour gérer les égalités :

Haskell
‘instance Eq Classe where ‘
| a == Zero_c = (mod (representant a) (modulo a) == 0) \
| a==Unc = (mod (representant a) (modulo a) == 1) \
‘ a==> = (mod (representant a) (modulo a) == mod (representant b) (modulo b)) ‘

&& ((modulo a) == (modulo b))

On fait de Classe une instance de Show pour gérer 'affichage

Haskell

‘instance Show Classe where ‘
| show Zero_c = "0%" \
' show Un_c = "1%" \
‘ show a = (show (representant a)) ++ "%" ++ (show (modulo a)) ‘
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Pour plus de commodité, on va créer un opérateur infixe correspondant a notre ---=---[---] :

Haskell

‘(%) :: Int -> Int -> Classe
‘(%) a n = Classe {representant = (mod a n), modulo = n}

On obtient alors :

Haskell
*Main> 13 % 3
| 1%3
On peut ensuite créer des lois induites :

Haskell

- somme induite
(%+) :: Classe -> Classe -> (Classe
(%+) Zero_c a = a
(%+) a Zero_c = a
(%+) Un_c a = Classe {representant (representant a) + 1, modulo = modulo a}
(%+) a Un_c Classe {representant = (representant a) + 1, modulo = modulo a}
(%+) ab
Classe{
modulo =
if (modulo a) == (modulo b)
then modulo a
else error "Classes incompatibles" ,
representant = mod ( (representant a) + (representant b)) (modulo a)

3

—-- produit induit

(%*) :: Classe -> Classe -> Classe
(%*) Zero_c Un_c = Zero_c

(%*) Zero_c a 0%(modulo a)
(%*) a Zero_c 0%(modulo a)

(%%) Un_c a =a
(%+) a Un_c = a
(%*) a b =
Classe{
modulo =

if (modulo a) == (modulo b)
then modulo a
else error "Classes incompatibles" ,
representant = mod ( (representant a) * (representant b)) (modulo a)

3

On fait alors de Classe une instance de Num pour surcharger les opérateurs + et , gérer les
OpPPOsés :

Haskell
instance Num Classe where
(+) = (%+)
() = (%)
negate Zero_c = Zero_c
negate b = (Classe{representant = mod (- (representant b)) (modulo b), modulo

= (modulo b)}
fromInteger 0 = Zero_c
fromInteger 1 = Un_c
abs a =a
signum a =1

Alors, pour obtenir 9 4+ 7 modulo 5 :
Haskell

| #Main> 9%5 + 7%5
| 1%5
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E Divisibilité dans Z

m Propriété fondamentale de N

Nous admettrons la propriété suivante qui nous sera trés utile par la suite :

Toute partie non vide de N posséde un plus petit élément.

Théoréme 5 - 7

Est-ce que cette propriété est encore vraie dans Z ? Dans R ?

m PGCD

Considérons un entier relatif a. On notera D(a) 'ensemble de ses diviseurs dans Z.
Par exemple, D(0) = Z, D(1) = {-1,1}, D(12) = {-12,—-6,—4,-3,—-2,-1,1,2,3,4,6,12} et
plus généralement

D(a) = {—|al,...,—1,1,...,]a|}

PGCD
Soit a et b deux entiers. On appelle PGCD de a et b et on note a A b 'entier défini de la
maniére suivante :

Définition 5 - 9 — 0A0=0

— Si a et b ne sont pas simultanément nuls, a A b est le plus grand entier naturel qui
divise simultanément a et b.

Le PGCD de a et b est donc le plus grand élément de D(a) N D(b) : la notation le rappelle.
Comme toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément, cette définition en
est bien une car D(a) N D(b) contient au moins 1.

m Egalité de Bézout

H'  Voici la clé de notre section : nous allons montrer que notre PGCD est en fait une combinaison

C O,U RS W76 linéaire de a et de b. Considérons d’abord le cas ou a et b sont non nuls et notons
DE MATHEMATIQUES,

4 LUSACE

DES GARDES DU PAVILLON S — {au + b'U | (u, 'U) E Z2 et au + bv > 0}

ET DE LA MARINE.

el e L’ensemble S est constitué d’entiers naturels et est non vide car il contient au moins a? + 5? : il
Royal de " rilleric , & Cenfeur Royal. . o z1z . PO
“PREMIERE PARTIE. admet donc un unique plus petit élément que nous noterons d qui s’écrit donc d = aug + bvg.

e i S Notre mission va bien sfir consister & prouver que d est en fait le PGCD de a et b.
X Nous allons pour cela utiliser une ficelle classique : introduire le reste de la division euclidienne

de a par d et utiliser le fait que d est le plus petit élément de S puis raisonner par ’absurde.
La division de a par d s’écrit :

al.

e a=dg+r avec 0<r<d

Premiére page du
cours écrit par Etienne
BEzouT (1730-1783)

Supposons que r > 0, alors
r=a—dg=a—q(aug + bvg) = a(l — qug) + b(—qug) > 0

et donc r € S or r < d. C’est impossible car d est le plus petit élément de S : contradiction.
Notre supposition de départ est donc fausse et » = 0. Nous en déduisons que d divise a.
On montre de maniére similaire que d divise b. Ainsi

d est un diviseur commun de a et b

I1 nous reste & montrer que c’est le plus grand. Soit § un diviseur commun a a et b quelconque.
On montre facilement qu’alors § divise toute combinaison linéaire de a et de b donc en particulier
¢ divise aug + bug donc d. Alors ¢ < |d| = d, donc d est bien le plus grand des diviseurs.

11 faut encore vérifier que le PGCD est unique. La méthode habituelle est de supposer qu’il existe
un deuxiéme PGCD, disons d'. Alors d < d' car d' est le plus grand diviseur puis d' < d car d
aussi et finalement d = d’' ce qui assure 'unicité.
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Théoréeme 5 - 8

Théoréme 5 - 9

Théoréme 5 - 10

Comme |a| = +1 x a + 0 x 0, 1’égalité tient toujours si b (ou a) est nul, donc

Egalité de Bézout
Soit a et b deux entiers relatifs. Si d = a A b, alors il existe deux entiers u et v tels que :

au +bv =d

m Algorithme des différences

Voyons maintenant une propriété qui va étre a la base de la construction algorithmique du
PGCD:

Siab # 0 et k un entier quelconque
aAN(b+ka)=aAb

et en particulier
aANb=aAn(b—a)=aA (a—Db)

Notons aAb=d et aA(b+ ka) =d'. Alors
— d divisant a et b, d divise (ka + b) et a donc divise d’ d’aprés une propriété précédente.

— d’autre part, d' divise a et b+ ka, donc divise b + ka — ka, donc b, donc d' est un diviseur
commun & a et b donc d' divise d.

Comme d|d’ et d’|d, on a donc d = d'.

Cette propriété va nous permettre de fabriquer un algorithme de calcul de a A b. En effet, si
a > b, et comme aAb = bA(a—b), on calcule le PGCD de deux entiers plus petits. Et on réitére.
Par exemple :

I5A12=12A3=9A3=6A3=3A3=3A0=3

Comment se persuader que cette descente aboutit ? Nous pouvons aisément nous convaincre sans
se perdre dans trop de formalisme que :

Suite strictement décroissante d’entiers naturels
Toute suite strictement décroissante d’entiers naturels est constante a partir d’un certain
rang.

Et cette constante ne pouvant étre par construction que 0, le PGCD de a et b sera la derniére
valeur non nulle de cette suite car £k A 0 = k pour tout entier .

Ce procédé semble assez long : beaucoup d’opérations sont inutiles. Malgré tout il n’utilise que
des sommes et des différences qu’un ordinateur traite extrémement rapidement.

m Algorithme d’Euclide |

C’est le méme principe que ce que nous venons de faire, mais en plus rapide car nous remarquons
que, en notant
a=bg+ry avec0<rg<b

la division euclidienne de a par b, on obtient que
aANb=bA(a—bg)=bArg
Puis en notant
b=rog1+7r1 avec0<ry <mg

on obtient de méme que
aNb=bArg=7ogATy
et on continue ainsi a fabriquer une suite strictement décroissante d’entiers naturels : elle est
donc finie et son dernier terme r, = 0.
Alors
aANb=rp 1 ATy, =7p_1 A0 =17p_1 = le dernier reste non nul

Soit, & la mode spaghetti :
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Fonction euclide(a, b:entiers) : entier
Si b =0 Alors

| Retourner a

Sinon

| Retourner euclide(b, (mod a b))
FinSi

£ Algorithme d’Euclide 11

L’algorithme d’Euclide nous assure que le PGCD de a et b est le dernier reste non nul de la suite
(rx) construite au paragraphe précédent. L’égalité de Bézout nous assure de l'existence de deux
entiers u et v tels que au +bv = a A b.

Nous allons essayer de combiner les deux en construisant deux suites (ux) et (vi) telles que

r = aug + buy

Voici le départ
— rp=a=1xa+0xb
— ri1=b=0xa+1xb

— 7o =mod (7g,71)
— Ti41 =mod (Ti—l,ri)

— rp_1=aAb

— rp=0
Or par définition, comme r5 =mod (rg,71), 0n a 79 = ga71 + 72, donc 7o = 1 X rg — ga X 71, C'est
a dire

Uy =1 et vo = —¢q»
On réitére le mécanisme. Supposons que ry_1 = Ug_1 X a+ Vg1 Xbetry =ur xa+ v, xb
Comme 7411 =mod (rg,7k—1), O @ Tk—1 = Qg+1Tk + Tkt1, AONC Thy1 = 1 X g1 — Qrt1 X Tk,
c’est a dire
Tee1 = 1 X (up—1 X @ +vg—1 X b) — g1 X (ur X a + vg X b)

Finalement

Upil = Up—1 — Uk X Qry1 €6 Uky1 = Vg1 — Uk X Qry1

Ca a l'air un peu brut comme ¢a, au premier coup d’ceil, mais en fait il y a une disposition
pratique qui permet de mieux voir ce qui se passe. D’abord, dans algorithme d’Euclide étendu il
y a algorithme d’Euclide, donc on commence par rechercher le PGCD de a et b par l'algorithme
d’Euclide en n’oubliant pas cette fois de noter les quotients en remplissant le tableau suivant :

el ow | ow [ o [ o]
0 1 0 ro=a /
1 0 1 ry =25 01
2 Ug —U1g1 | Yo — Vi1 | T2 =To —T1q1 9
3 Uy — Uzqe | V1 —V2Q2 | T3 =71 —T2q2 g3
p—1 rp1=aAb dp—1
p T, =0

Et le secret tient dans le schéma
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et pareil pour les vy et les ry.

Par exemple, pour 19 et 15 :

k|l ue | ve | Tk Qk‘

0 / | Lo

1 I

2 1 -1 4 3 | Lo« Lg— x Iy
31| -3 | 4 3 1 | Ly < Ly —3x Ly
41 4 | =5| 1 || 3 | LatLy—1x1Ls
5 0 Ls < Lz —3x Ly

Le dernier reste non nul est 1 donc 19A15=1et4x19—-5x15=1

En version récursive, on peut procéder en deux étapes :

Sir’ =0 Alors
| Retourner [u,v,r]

Sinon

FinSi

Fonction euc(u,v,r,u’,v’,r’ : entiers) : liste d’entiers

Retourner euc(u’,v’,r’ ,u-div(r,r’)+*u’,v-div(r,r’)*v’ ,r-div(r,r’)*r’)

Fonction EUC( a,b: entiers ) : liste d’entiers
Retourner euc(1,0,a,0,1,b)

m Nombres premiers entre eux

Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si

Définition 5 - 10

aANb=1

L’égalité de BEzZOUT vue précédemment nous permet donc dénoncer le théoréme suivant :

Théoréme de Bézout

W EnE i | que au 4+ by =1

Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux entiers u et v tels

aAb=1<= il existe (u,v) € Z* tel que au +bv =1

Nous avons donc en main tous les éléments pour étudier les éléments inversibles de 7Z/,,7 mais

avant, une petite digression...
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5.3. A LA RECHERCHE DES NOMBRES PREMIERS

E A la recherche des nombres premiers

Définition 5 - 11

Théoréme 5 - 12

Théoréme 5 - 13

m Définition

Quoi de plus simple qu'un nombre premier :

Un entier naturel est dit premier s’il est supérieur ( i.e. supérieur ou égal ) & 2 et n’est
divisible que par 1 et lui-méme.

et pourtant, ils renferment tant de mystéres que les plus grands esprits depuis des siécles n’ont
toujours pas réussi a en percer tous les secrets et ce malgré les énormes progrés technologiques et
les investissements colossaux consentis par les pouvoirs tant civils que militaires pour assurer ou
percer la confidentialité des transmissions de toutes natures qui continuent de dépendre d’une
meilleure connaissance des nombres premiers, ce que nous verrons un peu plus loin. Qui sont-ils ?
Combien sont-ils ? Ot1 sont-ils ? A quoi servent-ils ? Nous essaierons de donner quelques éléments
de réponses a ces questions.

Mais tout d’abord, pourquoi jouent-ils un réle si important ? Fondamentalement, il existe deux
maniéres d’engendrer N :

— si on veut engendrer N en utilisant 1’addition, on s’apergoit que le nombre 1 nous suffit :
on « fabrique » 2 en additionnant 1 avec lui-méme; 3 en additionnant 1 avec 2, etc.

— si on veut engendrer N en utilisant la multiplication, 13, les choses se compliquent. Pour
« fabriquer » 2, il faut le créer ; méme probléme pour 3. On fabrique 4 en multipliant 2
avec lui-méme, mais il faut créer 5. On fabrique 6 en multipliant 3 avec 2. On crée 7. On
fabrique 8 a partir de 2. On fabrique 9 a partir de 3. On fabrique 10 a partir de 2 et 5, etc.

Les nombres que 1'on est obligés de créer sont les briques nécessaires a fabriquer tous les
autres. C’est bien plus compliqué que ’addition me direz-vous, mais la multiplication est
plus « puissante » et nous permet d’aller bien plus vite et plus loin.

Les nombres premiers sont donc ces éléments qui nous permettent de fabriquer tous les autres.
Un des premiers problémes étudiés a été de savoir s’ils peuvent tenir dans une boite. Euclide a
répondu a cette question il y a vingt-trois siécles et la réponse est non.

Pour le prouver, nous aurons besoin d’un résultat intermédiaire :

Tout entier naturel admet au moins un diviseur premier.

Si ce nombre, appelons-le n, est premier, tout va bien.

Sinon, I’ensemble de ses diviseurs étant non vide ( n est dedans ) et borné ( par 1 et lui-méme), il
admet un plus petit élément p # 1. Ce nombre n’est pas divisible par un autre, sinon ce nombre
plus petit que p divisant p diviserait n et alors p ne serait plus le plus petit diviseur de n. Le
nombre p est donc premier et voila.

Il y a une infinité de nombres premiers.

Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe exactement n nombres premiers qu’on nom-

mera pi, P2, -, Pn €t appelons N le nombre

N=ppy---pp+1

11 est plus grand que tous les p;, donc il n’est pas premier d’aprés notre hypotheése, donc il admet
un diviseur premier p qui est donc un des p;, puisqu’il n'y a qu’eux. Soit 7o tel que p = p;,.
Alors p divise pi1ps - - - p,. Or il divise N, donc il divise leur différence N — p1ps - - - pn, C'est &
dire 1, donc p = 1 ce qui est absurde puisqu’il est premier. Ainsi, il n’existe pas de plus grand
nombre premier.

Il y en a donc une infinité et I'aventure ne fait que commencer.
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m Comment vérifier qu’un nombre est premier?

Observons les diviseurs de 1321 par exemple : si aucune des 1319 divisions ne « tombe juste »,
alors on pourra dire que 1321 premier. Et puis d’abord, il est impair, il ne semble pas étre
divisible par 3, alors pourquoi pas...

diviseur 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

quotient

660,5 440,3 330,3 264,2 220,2 188,7 165,1 146,8 132,1 120,1 110,1 101,6

diviseur

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

quotient

04,36 88,07 82,56 77,71 73,39 69,53 66,05 62,90 60,05 57,43 55,04 52,84

diviseur

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37

quotient

50,81 48,93 47,18 45,55 44,03 42,61 41,28 40,03 38,85 37,74 36,69 35,70

Le tableau est incomplet : il reste encore a essayer les quotients de 38 a 1320, mais cela aurait
été mauvais pour la planéte.

Tout d’abord, nous n’avons pas trouvé de quotient entier en ce début d’enquéte. Nous observons
de plus que si la suite des diviseurs est croissante, celle des quotients est décroissante. Vous
avez slirement remarqué qu’a partir de 37, les quotients sont inférieurs aux diviseurs donc nous
pouvons nous arréter 13 : si pour un diviseur supérieur a 37, on trouvait un quotient entier g,
alors en divisant 1321 par ¢, qui est inférieur a 37, on devrait se trouver au début de notre
liste de diviseurs et ce diviseur serait entier. Le probléme, c’est qu’aucune division par un entier
inférieur a 37 n’a donné de quotient entier donc on peut s’épargner les 1283 divisions restantes.

Mine de rien, nous venons de franchir un grand pas dans la théorie des nombres : pour tester

si 'entier 1321 est premier, il nous a suffit d’effectuer 36 divisions?®. Deux problémes se posent
maintenant : pourquoi 36 et pouvons-nous généraliser ce résultat aux autres entiers?

Un petit Joker : /1321 = 36, 3...

Reprenons la propriété 5 - 12 page ci-contre. Tout naturel n admet un plus petit diviseur p qui
est premier. Ecartons le cas ol n est premier et donnons un nom aux nombres qui restent :

Un entier naturel autre que 1 qui n’est pas premier est dit composé.

Définition 5 - 12

L’entier n étant composé, il s’écrit donc n = pgq, avec g un entier supérieur a p (car p est le plus
petit diviseur). Ainsi

p<q etdonc p? <pg=n cestadire p<vn

Nous pouvons donc généraliser ’observation précédente

Théoréme 5 - 14

Si un entier est composé, alors il admet un diviseur premier inférieur a sa racine carrée.

La théorie des nombres (i.e. la partie des mathématiques qui étudie les nombres premiers) est
actuellement intimement liée & 'informatique et vice versa. Méme a notre petit niveau, nous ne
pouvons donc pas passer a coté...

m Tests naifs

On teste tous les entiers de 2 & /n en passant par une petite fonction locale récursive :

a. Bt encore, nous aurions pu faire mieux comme nous allons le voir tout de suite aprés.
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Fonction testl_tmp(t,n: entiers) : booléen
Sit* t >n Alors
| Retourner Vrai
Sinon
Si rem(n,t) = O Alors
| Retourner Faux
Sinon
Retourner testl_tmp(t+1,n)
FinSi
FinSi

Fonction testl(n: entier) : booléen

Retourner testl_local(2,n)

On pourrait déja diviser facilement le nombre de tests par 2, voire plus...

m Crible d’Eratosthéne

N

Autre probléme crucial : comment obtenir une liste des entiers inférieurs a un petit nombre
donné n?

Le principe est ancien puisqu’il est attribué au grec ERATOSTHENE

£ On écrit les entiers de 2 & n puis on barre les multiples des nombres premiers inférieurs & /n.
Eratosthéne (276-194 av J.C) Les entiers restant sont premiers.

Voici une premiére solution extrémement concise avec Haskell (mais peu efficace en fait...)

Né 276 années avant

JiCé, directeur de la

Bibilothéque Haskell

d'Alexandrie, on lui | ¢piple n = n : filter (\k -> mod k n /= 0) (crible (n + 1))
doit aussi une ‘

approximation du
diamétre de la Terre.
Devenu aveugle, il
s’est laissé mourir de | *Main> premiers 25
faim... ‘ [2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97]

premiers k = take k (crible 2)

m Décomposition des entiers en produit de nombres premiers

Avant d’aller plus loin dans notre exploration, nous avons dit en introduction que les nombres
premiers étaient les briques qui nous permettaient de construire tous les autres : il serait bon de
le vérifier.

Tout entier n supérieur a 2 se décompose en produit fini de nombres premiers.

La démonstration la plus simple (mais pas la plus intéressante) consiste & raisonner par récur-
rence sur n.
Nous savons que 2 est premier.
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Théoréme 5 - 16

Supposons que tout entier inférieur ou égal a n se décompose en produit de facteurs premiers.

L’entier suivant n+ 1 admet au moins un diviseur premier p d’aprés la propriété 5 - 12 page 102.
Soit ¢ le quotient de n + 1 par p.

Sig=1,alors n+1=pet doncn+ 1 est premier.

Si g > 1, nous appliquons ’hypothése de récurrence a g : ¢ se décompose en produit fini de
nombres premiers, et par suite n + 1 aussi, carn+1=p x g.

Par exemple, 50 = 2 x 52 : les facteurs premiers ne sont pas forcément distincts. On a donc
I’habitude d’écrire la décomposition sous la forme

n=pi Xpy® XX pY
Une petite chose reste a vérifier : cette décomposition est-elle unique ? Elle a l’air de 1'étre, c’est
pourquoi...nous ’admettrons :

Tout entier n supérieur & 2 admet une et une seule (& 'ordre prés des termes) décomposition
en produit fini de nombres premiers

Bon, nous en savons assez pour revenir au probléme de recherche de 'inverse modulaire d’un
entier qui nous ouvrira les portes de la cryptographie.

n Eléments inversibles de Z/nZ

Définition 5 - 13

Théoréme 5 - 17

Définition 5 - 14

Théoréme 5 - 18

m Anneaux et corps

Anneau
Soit A un ensemble muni de deux lois - et 4+ qu’on nommera addition et multiplication.
On dit que (4, +,-) est un anneau si, et seulement si :

— (A4, +) est un groupe commutatif;
— la multiplication est associative
— la multiplication est distributive sur ’addition.

Si la multiplication est commutative, alors l’anneau est dit commutataf.

Si la multiplication admet un élément neutre, 'anneau est dit unitazre.

Les éléments d'un anneau unitaire qui admettent un symétrique par la multiplication sont
dits snversibles. On note A* I’ensemble des éléments inversibles de A.

Avez-vous déja rencontré un anneau dans ce cours ?
Dans un anneau, est-ce que tout élément est inversible ?
Vous démontrerez facilement en TD le théoremm suivant :

((Z/nz)* ,~) est un groupe.

Corps
Un corps est un anneau commutatif unitaire dans lequel tout élément non nul est inversible.

En anglais, le terme mathématique pour désigner les corps est field.
Voici un bon théoréme que vous pourrez démontrer en TD :

Deux théorémes en un...

— Les seuls éléments inversibles de Z/,,7, sont les éléments premiers avec n.

— Si n est premier, Z/y,7 est un corps et on le note dans ce cas Fy,.
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Fonction indicatrice d'Euler
ST ETS |  On note ¢(n) le nombre d’éléments inversibles de Z/p7. C'est donc aussi le cardinal (on

dit aussi ’ordre) du groupe ((Z/nz)* , )

Cette fonction joue un réle important en cryptographie, notamment dans le systéme RSA.

m Comment calculer l'inverse modulaire d’un entier ?

C’est un probléme important qui intervient souvent en cryptographie.
Avec les notations habituelles, le but est de trouver y € {0, 1,.,n— 1} tel que z-y = 1(modn).

Z" est inversible dans 7/p7, © " €Z/pz | Ty =1"
& EIyE{O,l,...,n—l} | z-y=1(modn)
& J(y,k)e{0,1,.,n—1}xZ | zy=1+kn
& Ay, k)e{0,1,.,n—1}xZ | zy—kn=1
& zAn=1

Pouvez-vous justifier cette série d’équivalences ? Dans quelle mesure nous donne-t-elle un moyen
de déterminer y ? Nous reparlerons de tout cela en TD...
Nous démontrerons également le théoréme suivant :

Théoréme d’Euler

Théoréme 5 - 19

aAn=1= a®™ = 1(modn)

En quoi peut-il nous aider & déterminer 1’inverse modulaire d’un entier ? Le probléme, c’est que
le calcul de @(n) peut s’avérer compliqué...
Les propriétés suivantes vont nous aider :

Propriétés de p(n)
— Si p est premier, alors ¢(p) =p—1

— sim An =1 alors p(mn) = p(m)e(n) (admis);

Théoréme 5 - 20

— Si p est premier, ¢(p") = p" — p"~! = p© (1 - %) :

1
— p(n)=n H (1 = p> avec P, 'ensemble des diviseurs premiers de n.
PEPR

C’est la derniére propriété qui nous permettra de calculer ¢(n) avec Haskell.

m Petit théoréme de Fermat

Nous avons mis au point avec le modéle du crible d’ERATOSTHENE une méthode permettant
de tester si un entier est premier ou non. Cela marche assez bien pour des petits nombres, mais
cette méthode devient impraticable s’il s’agit de tester un entier d’une centaine de chiffres. Nous
allons nous occuper dans cette section de deux problémes imbriqués : d’une part trouver des
méthodes permettant de vérifier rapidement si un nombre est premier et d’autre part réfléchir a
d’éventuelles méthodes permettant de « fabriquer » des nombres premiers aussi grands que 1’on
veut.

Nous avons besoin pour cela d’un dernier résultat : le fameux « petit théoréme de FERMAT ».S’il
est qualifié de petit, c’est qu'une conjecture célébre du méme Fermat, restée indémontrée pendant

Pierre de Fermat . R
{1601-1665) des siecles, s’est accaparée le titre de Grand Théoréme de FERMAT.

n

" +y" = 2z" n’a pas de solution dans N®* pour n > 2

Dans la marge d’un manuscrit, FERMAT prétendait en avoir trouvé la démonstration mais man-
quer de place pour I’écrire. Il a pourtant fallu attendre 1994 pour qu’Andrew WILES le démontre
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en utilisant des outils surpuissants : I'’entétement d’une multitude de chercheurs a abouti a la
démonstration de ce théoréme, mais surtout a permis de développer d’importants outils en
cryptographie donc en sécurité informatique.

Voici celui qui nous sera utile qui n’est en fait qu’une conséquence du théoréme d’EULER...

Petit théoréme de Fermat

Théoréme 5 - 21 — Si p est premier et ne divise pas a alors a?~ ! = 1(modp);

— Si p est premier, a? = a(mod p).
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E EXERCICES

m Structures meéres

Donnez des exemples de couples (E,*) avec x une application définie sur £ x F telle que (B, *)
ne soit pas un magma.

Les tables ci-dessous définies sur E = {a, b, c} définissent-elles des monoides ? Unitaires ?

* a b c 1 a b c
a a b c a a c c
b b c a b b c a
c c a b c c a a

Notons A = {a, b, c}. Montrez que (4, *) a une structure de groupe. Comparer ce groupe avec
(Z/37,+) et ({1,e27r/3,e_27r/3}, x).

Soit A = {al,ag, ...,ap} un alphabet. Nous avons vu au chapitre précédent que A* muni de
la concaténation des chaines a une structure de monoide (unitaire?). Les ensembles suivants
sont-ils des sous-monoides de A* muni de la concaténation ? Unitaires ?

1. L’ensemble des chaines de longueur paire;

L’ensemble des chaines de longueur impaire ;

{(a1a2)® | neN};

{a%a} | neN};

L’ensemble des chaines ne contenant que a; et a,, ceux-ci apparaissant un nombre égal de

fois.

m Division euclidienne

m Nombre de chiffres

Déterminez une fonction nb_chiffres n qui renvoie le nombre de chiffres de 1’écriture déci-
male de n.

m Décomposition en base quelconque

Déterminez une fonction base b n qui renvoie la liste des chiffres de ’écriture normalisée de
n en base b.

o WA

Haskell

(*Main> base 2 97
'[1, 1, 0, 0, 0, 0, 1]

m Persistance d’un entier

Déterminez une fonction récursive qui renvoie la liste des chiffres de 1’écriture décimale d’un
nombre.

Un entier naturel n étant donné, on calcule le produit prod n de ses chiffres dans son écriture
en base 10 puis le produit des chiffres de prod n et on recommence ainsi l’application de prod
jusqu’a obtenir un chiffre entre 0 et 9. Le nombre minimal de fois o on applique prod pour
transformer n en un chiffre entre 0 et 9 est appelé la persistance de n. Par exemple, la persistance
de 9 est égale a 0, celle de 97 est égale a 3 car prod(97) = 9 -7 = 63, prod(63) = 6 -3 = 18,
prod(18) = 1-8 = 8. et celle de 9575 est égale 4 5.

On voudrait connaitre le plus petit entier naturel de persistance 5.

Guillaume CONNAN - IUT de NANTES - Département informatique - Licence Creative Commons @ & @ - 27 février 2014


http://informathix.tuxfamily.org/

CHAPITRE 5. ARITHMETIQUE : UN PREMIER SURVOL 109

m Ecriture littérale

Déterminez une fonction qui renvoie ’écriture littérale d’un nombre dont 1’écriture décimale est
comprise entre 1 et 999.

Probléme de calendrier

Connaissant une date, a quel jour de la semaine correspond-elle 7 L’allemand ZELLER a proposé
une formule en 1885.

On note m le numéro du mois a partir de janvier, s le numéro du siécle, a le numéro de l'année
dans le siécle s, 5 le numéro du jour. Pour 1492, s = 14 et a = 92.

En fait, m doit étre modifié selon le tableau suivant :

Mois | Jan. | Fév. | Mars| Avril | Mai | Juin | Juil. | Aolit | Sep. | Oct. | Nov. | Déc.

Rang| 13* 14%* 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Les mois marqués d’une astérisque comptent pour l’année précédente.
Le nom du jour (0 correspondant & samedi) est alors déterminé en prenant le reste (positif!)
dans la division par 7 de nj donné par la formule :

nj =j + a + quo(a, 4) + quo(26(m + 1), 10) + quo(s, 4) — 2s

Ceci est valable a partir du 15 octobre 1582, date a laquelle le pape Grégoire XIII a modifié
le calendrier : on est passé du jeudi 4 octobre 1582 au vendredi 15 octobre 1582 (en Grande-
Bretagne il a fallu attendre 1752, au Japon en 1873, en Russie 1918, en Gréce 1924).

L’année est alors de 365 jours, sauf quand elle est bissextile, i.e., divisible par 4, sauf les années
séculaires (divisibles par 100), qui ne sont bissextiles que si divisibles par 400.

Avant le changement, il faut remplacer quo(s,4) — 2s par 5 — s.

Pour les démonstrations, voir ’article original de ZELLER disponible (en allemand...) & 'adresse :
http://www.merlyn.demon.co.uk/zel-86px.htm

Quel jour est né le petit Jésus? Quel jour a été prise la Bastille ?

IR criteres de divisibilité

En travaillant modulo le bon entier, démontrer les critéres de divisibilité usuels par 2, 3, 4, 5, 9,
10 et 11.

On rappelle que I’écriture en base 10 d’un nombre n est définie par la donnée de ’unique famille
(ao, a1, ..., ax) vérifiant :

n = az10* + ax_110*71 + ... + 0,102 + 110 + ag
avec ay # 0 et 0 < a3 < 10 pour tout 7 € {0,1,..,k}.

13 (- XN [Vl Nombre de diviseurs

Déterminer une fonction qui calcule le nombre de diviseurs positifs d’un entier naturel donné.

m Liste des diviseurs

Déterminer une fonction récursive qui calcule la liste des diviseurs positifs d’un entier naturel
donné.

*

m Nombres parfaits

Un nombre parfait est un nombre entier n strictement supérieur a 1 qui est égal a la somme de
ses diviseurs (sauf n bien sir) ou, de maniére équivalente, c’est un nombre tel que son double
est égal a la somme de ses diviseurs, lui-méme compris.
Donner la liste des entiers parfaits inférieurs a 100 000.
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Fronel
POURRQUOI FAIRE siMpLE
QUAND oM PEUT™ FAIRE

COMPLEXE?/

On connait une quarantaine de nombres parfaits actuellement, tous pairs. On ne sait toujours
pas s'il en existe des impairs.

Cependant, EUCLIDE avait déja découvert la propriété suivante :

« Lorsque la somme d’une suite de nombres doubles les uns des autres est un nombre
premaer, il suffit de multiplier ce nombre par le dernier terme de cette somme pour obtenir
un nombre parfait. »

Qu’en pensez-vous ? Quel est la rapport avec 2P — 1 et 2P~1(2P — 1) ? Ecrivez les nombres parfaits
obtenus en binaire : joli, non?

m PGCD

Programmez sur Haskell I’algorithme récursif d’EucLIDE I.

13 ST E IR 'l Nombres premiers entre eux

Déterminez une fonction qui teste si deux entiers sont premiers entre eux.

Programmez sur Haskell I’algorithme récursif d’EucLIDE II qui calcule des coefficients de BEzouT
et le PGCD de deux nombres.

13 (XN [l Inverse modulaire

Déterminez une fonction qui calcule l'inverse d’un entier a modulo un entier n. Vous ferez
attention aux exceptions.

m Nombres premiers

Programmez le test naif de primalité vu en cours. Modifiez votre programme pour réduire le
nombre de tests effectués sachant qu'un entier pair ou multiple de 3 autre que 2 et 3 n’est pas
premier...

(3 QST E R E: N Décomposition

Créez une fonction decompo n qui renvoie la liste des diviseurs premiers de n.
m Complexité et relation de domination

Voici un autre standard du vocabulaire geek :

Brooks’s Law [prov.]

« Adding manpower to a late software project makes it later » — a result of the fact
that the expected advantage from splitting work among N programmers is O(N), but
the complezity and communications cost associated with coordinating and then merging
their work is O(N?)

in « The New Hacker’s Dictionnary »
http://outpost9.com/reference/jargon/jargon 17.html#SEC24

Les notations de LANDAU(1877-1938) ont en fait été crées par Paul BACHMANN(1837-1920) en 1894, mais
bon, ce sont tous deux des mathématiciens allemands.
Par exemple, si I’on considére 'expression :

1 75 765 cos(12) /765481
fr)=n+l+ 04— 5 T ar

Quand n est « grand », disons 10000, alors on obtient :

f£(10000) = 10000 + 1 + 0,0001 + 0,00000000075 — 0,0000000000000765 + peanuts
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Tous les termes aprés n comptent pour du beurre quand n est « grand ». Donnons une définition pour
plus de clarté :

« Grand O »
TR Soit f et g deux fonctions de N dans R. On dit que f est un « grand O » de g et on note
F=0(g) ou f(n) = O(g(n)) si, et seulement si, il existe une constante strictement positive
C telle que |f(n)| < C|g(n)| pour tout n € N.

Dans l’exemple précédent, % < % x 1 pour tout entier n supérieur a 1 donc % =0(1).

De méme, 5 < 73 x 1 donc 73 = O(1) mais on peut dire mieux : 73 < 2 x = et ainsi on prouve que
= =0(3)

En fait, un grand O de g est une fonction qui est au maximum majorée par un multiple de g.

Point de vue algorithmique, cela nous donne un renseignement sur la complexité au pire.

On peut cependant faire mieux si I’on a aussi une minoration.

C’est le moment d’introduire une nouvelle définition :

« Grand Oméga »

S Soit f et g deux fonctions de R dans lui-méme. On dit que f est un « grand Oméga » de g et
on note f = Q(g) ou f(n) = Q(g(n)) si, et seulement si, il existe une constante strictement
positive C telle que |f(n)| > C|g(n)| pour tout n € N*.

Comme 2 est une lettre grecque, on peut, par esprit d’unification, parler de « grand omi-

.
q cron » au lieu de « grand O »...

f =(g) = 9= 0(f)...

Sil'on a a la fois une minoration et une majoration, c’est encore plus précis et nous incite a introduire
une nouvelle définition :

« Grand Théta »

Définition 5 - 18 f=0(g) < f=0(g) A F=9(g)

Voici maintenant une petite table pour illustrer les différentes classes de complexité rencontrées habi-

coiit " 100 1000 10° 10°
log,(n) ~ ~ 10 ~ 20 ~ 30
nlog,(n) ~ 665 ~ 10000 ~2-107 ~ 3-10%
n? 10* 10° 10*2 108
n® 108 10° 108 10%7
o™ ~ 10%° > 10300 > 101 > 101°°

Gardez en téte que ’dge de I’Univers est environ de 10'® secondes...
m Exercices « papier-crayon »

3 G X [l Complexité de I’algorithme d’Euclide et nombre d’or...

On suppose dans toute la suite que a et b sont deux entiers naturels tels que a > b.
1. Rappeler le principe de ’algorithme et de sa preuve.

2. Soit 7, = a A b avec les notations habituelles : rg = b puis r; = amodb, ro = r;y modrg et
plus généralement :
Tl =Tede +Tk—1, O 11 <Tg

Montrez que pour tout entier k € {1,2, ...,n}, on a qr > 1 puis que ¢, > 2.
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3. Soit & = 1+27\/g le fameux nombre d’or. Comparez $ et 1 + é.
4. Montrez par récurrence que 73 > ®" % pour tout entier k € {0, 1,..., n}

5. Déduisez-en que b > ®™ puis que le nombre d’appels récursifs de ’algorithme d’Euclide est

au maximum de 22,
Ind®

|3 (- X F{1 8 Nombre de diviseurs

Déterminez le nombre de diviseurs de 2™.

m Opérations sur les O

On suppose que f, g, F, G sont des fonctions de N dans R et que f = O(F) et g = O(G).
Rappelez la définition des O et trouvez ¢ et ¢ telles que f + g = O(@) et fg = O(¥).

Ecrire 355 en base 2 et en base 16.

Boby LAPOINTE, célébre chanteur francais, était aussi mathématicien a ses heures. Ayant trouvé
le code binaire trop compliqué & utiliser, il inventa le code... bibinaire. Il suffit de remplacer les
chiffres par des lettres. On commence par couper le nombre écrit en binaire en paquets de 2. S’il
y a un nombre impair de chiffres, on rajoute un zéro a gauche, ce qui ne modifie pas la valeur
de nombre. On commence par le premier groupe de deux chiffres le plus & droite. On remplace
00 par O, 01 par A, 10 par E, 11 par I.

Puis on prend le paquet de deux chiffres suivants en se déplagant de droite a gauche. On remplace
00 par H, 01 par B, 10 par K, 11 par D.

Pour le paquet suivant, on recommence avec les voyelles. S’il y a encore un groupe, on remplace
par une consonne, etc.

Ecrivez les nombres de 0 & 25 en bibinaire. Pourquoi Boby a-t-il finement choisi le H ?

Ecrivez la table de 3 en bibinaire.

Ecrivez les nombres de 255 & 257 en bibinaire. Quel est la base du bibinaire ? Ecrivez 355 en
bibinaire.

Ecrivez KEKIDI et HEHOBOBI en base 10.

Pourquoi est-il pratique d’écrire les nombres en base 2 avec un nombre de chiffres multiple de 4
avant de les traduire en bibinaire ?

|3 G (X T Groupe

0 -2 =2
Soit A = % 2 0 -1/
2 1 0
1. Calculer A?, A3 et A%
2. Montrez que {A, A%, A3, A*} est un groupe pour le produit matriciel de M3(R).

3. (INFO 2) On appelle GL3(R) l’ensemble des matrices de taille 3 & coefficients réels inver-
sibles. Est-ce que (GL3(R), x) est un groupe ? Est-ce que le groupe étudié précédemment
est un sous-groupe de (GL3(R), x)?

Calculez a la main en un minimum d’opérations les deux derniers chiffres de 1'écriture en base
10 de 773 puis de 67°

15 (X Indicatrice d’Euler
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Un vieux théoréme publié en 1247 par le mathématicien chinois Qin Jiushao mais utilisé dés
le troisiéme siécle aprés JC et appelé communément théoréme chinois en référence au « Sunzi
suanjing », permet de montrer un résultat primordial en cryptographie :

Sim et n sont premiers entre euz, alors o(mn) = p(m)p(n) .

Nous admettrons ce résultat.

1. Soit p un nombre premier et n un entier naturel non nul.
Prouvez que ¢ (p™) = p™ — p"~! puis que, pour tout entier naturel non nul %,

=+ (1)

2. Calculez (200) et ©(1000).
Trouvez, DE TETE, les trois derniers chiffres de :

7895875463786378378378345453646538978977208582714591458551455135 135135147454098258258001

3. Comment utiliser le théoréme d’EULER pour calculer plus simplement m®(modn) lorsque
m et n sont premiers entre eux?

4. Cela est trés important pour le RSA. Soit un couple (p,g) d’entiers premiers. On note
n = pq leur produit. Soit m un nombre plus petit que p et g.
Comment calculer plus simplement m®(modn) ? Quelle condition doit remplir e pour qu'’il
existe un entier d tel que (m®)* = m(modn)?

Exercice 5 - 27 [FRURIRRY
Démontrez le lemme suivant :

Lemme de Gaul

Théoréme 5 - 22

Y(a,b,c) € 78, (albc APGCD(a,b) = 1) = alc

13 G- X ¥V N Restes chinois

Voici une ré-écriture du théoréme chinois :

Théoréme du reste chinois
Soit my, ms, ..., m, des entiers positifs premiers entre eux deux a deux. Le systéme :

= al[ml]

Théoréme 5 - 23 z = az]

T

z = an[z]

admet une unique solution unique z modulo m = m; X My X -+ X M.

Occupons-nous de démontrer qu'’il existe bien une solution z du probléme modulo m. Il restera
a démontrer son unicité.

Considérons les entiers My = m/my : montrez qu'il existe un entier yy tel que Myyr = 1[mg].
Montrez ensuite que z = a3 M1y1 + - - - + an M,y est une solution du probléme.

|3 CA X1 B Pirates chinois

15 pirates chinois se partagent un butin constitué de piéces d’or. Mais une fois le partage (équi-
table) effectué, il reste 3 piéces. Que va-t-on en faire? La discussion s’anime. Bilan : 8 morts.
Les 7 survivants recommencent le partage, et il reste cette fois-ci 2 piéces! Nouvelle bagarre a
I'issue de laquelle il ne reste que 4 pirates. Heureusement, ils peuvent cette fois-ci se partager les
piéces sans qu'il n’en reste aucune. Sachant que 32 Tsing-Tao (biére chinoise) colitent une piéce
d’or, combien (au minimum) de Tsing-Tao pourra boire chaque survivant ?
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(3 (- X [Vl Haskell chinois

Créez une fonction chinois de signature :

Haskell
[chinois :: [Classe] —-> Classe J
qui résout le probléme des restes chinois.
Par exemple :
Haskell

*Main> chinois [3%15 , 2%7 , 0%4]
408%420

m Opération sur les grands nombres version 1

Soit (z1,za,...,Z,) une liste de n nombres entiers premiers entiers deux a deux et soit m leur
produit.

Démontrez que tout entier a positif inférieur & m peut étre représenté de maniére unique par
un n-uplet :

Haskell

[[a%m_l ; a¥m_2 ; ... ; a%m_n]

Définition 5 - 19

Définition 5 - 20

Théoréme 5 - 24

avec les notations Haskell habituelles.

Soit b = [99; 98; 97; 95]. Décomposez 123684 et 413456 dans cette « base » puis effectuez la somme
des quadruplets obtenus. Que vous inspire cette méthode ?

Proposez des fonctions Haskell effectuant ces calculs automatiquement.

m Ordre d’un élément dans un groupe fini

1. Comment justifier que pour tout élément g d’un groupe fini G, il existe un plus petit entier
n tel que g" = 15 7 On appelle n 'ordre de g.

2. Déterminez ’ordre des éléments de (Z/g7)".

3. Calculez 21200000000003000000000600000002000040000020 (10 7).

Permutation
Soit E un ensemble. Une permutation de E est une application bijective de E sur E. On
note G(F) l'ensemble des permutations de E.

Généralement, on note les permutations sous forme d’une matrice ol la premiére ligne correspond
aux éléments de E et ol la deuxiéme ligne correspond aux images des éléments de E.
Par exemple :

1 2 3 4 5
31 2 5 4

est une permutation de £ = {1, 2,3,4, 5}.

Soit n € N, alors &,, désigne 'ensemble des permutations de {1,2,3,...,n}.

Groupe des permutations
L’ensemble G(E) des permutations sur un ensemble E, muni de la loi o de composition des
applications, a une structure de groupe.
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Théoréme 5 - 25 Nombre de permutations
e Le groupe &,, est d’ordre n!.

1. Démontrez le théoréme 5 - 24 page ci-contre.

Démontrez le théoréme 5 - 25. Vous pourrez procéder par récurrence. Pour 1'hérédité,
distinguez les permutations qui envoient 1 sur un élément quelconque z.

3. Décrivez explicitement les groupes G, et 3.

4. En cryptographie, on travaillera sur 1'alphabet £ = {0, 1}n et on effectuera souvent des

permutations de bits : seuls les positions des bits sont permutées.

On formalise ces permutations ainsi :

{0,1}" — {o0,1}"

biby by = br)br(2)brn)

avec ™ € G,.

Une permutation circulaire gauche « décale » les éléments d’un nombre fixé de « rangs ».
Par exemple, voici une permutation circulaire gauche :

Décrire 7(k) dans le cas d’'une permutation circulaire de bits de ¢ rangs vers la gauche.
On définit de méme des permutations circulaires droite.

Combien y a-t-il de permutations circulaires dans &,, 7

13 GO R B Chiffrement par blocs

Commengons par une définition :

Définition 5 - 21

3.

Cryptosystéme (ou systéme de chiffrement ou chiffre)
Un cryptosystéme est un quintuplet (P,C, K, E, D) tel que :

— L’ensemble P est I’espace des messages en clair (plaintezt en anglais);
— L’ensemble C est l'espace des messages chiffrés (cyphertezt en anglais) ;
— L’ensemble K est I’espace des clés (key);

— & est la famille des fonctions de chiffrement, qui vont de P dans C;

— D est la famille des fonctions de déchiffrement, qui vont de C dans P;

Pour chaque élément e € K, il existe un élément d € K tel que, pour tout message clair m
de P, il existe Dy € D et E, € £ telles que Dy(E.(m)) = m. Les fonctions Dy et E. sont
des applications injectives. Il est entendu que d doit rester secret...

. On travaille sur des mots formés des 26 minuscules non accentuées de notre alphabet latin

et d’une espace qui sont modélisés par les entiers de E = {0, 1,2,.., 26}.
Dans ce contexte, on remplace une « lettre » z par kz(mod 27) avec k € E. Définit-on ainsi

un cryptosystéme ?

Un cryptosystéme est un chiffrement par blocs si P = C = A, avec A,, 'ensemble des
mots de ’alphabet A de longueur n. Est-ce que le chiffrement ROT-13 est un chiffrement
par blocs?

Pourquoi les fonctions de chiffrement d’un chiffrement par blocs sont des permutations ?

Depuis 2001, le chiffrement par blocs « officiel » est I’AES qui opére par blocs de 128 bits. Une
présentation de l'algorithme de chiffrement associé, RIJNDAEL, et de sa résistance aux attaques
est présentée ici : http://www.cryptis.fr/assets/files/Canteaut-25ans-Cryptis.pdf.
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Exorcice 5 - 35 (UM

ECB : Electronic CodeBook. C’est le plus simple...et le plus vulnérable des modes de chiffrement
par blocs.

Voyons sur un exemple. On considére une chaine de bits quelconque que l'on découpe en blocs
de longueur fixe, par exemple 7 (plus pratique pour ensuite utiliser I’ASCII : pourquoi?). On
rajoute éventuellement des zéros en bout de chaine.

Considérons m = 1001001111011. On rajoute un 0 en bout de chaine :

m' = 1001001 1110110 = 515

avec f; = 1001001 et B, = 1110110.
2 3 4 5 6
3 1 4

On choisit une clé de chiffrement dans &, car K = G, : 7 =

Alors E,(B;) = 0110001 et E.(f2) = 1101110.
1. Quelle est la principale faiblesse du mode ECB ?

2. Chiffrez « maman » avec ce cryptosystéme en transformant la chaine de lettres en chaines
de bits constituée des codes ASCII de ses caractéres. Le tableau ASCII standard est-il
satisfaisant ? Comment y remédier ?

3. Quelle est la fonction de déchiffrement associée & ’exemple précédent ?

1 2 3 45 6 7
2 317 6 5 4

5. Déchiffrez « papa » sachant que c’est le cryptosystéme de la question 2. qui a été employé.
13 ARl Mode CBC

CBC : Cipher-Block Chaining. Ce mode a été inventé par IBM en 1976. Pour éviter la faiblesse
de ’ECB, les blocs sont maintenant chainés : chaque bloc en clair est « XORé » ou « OUEXé »
avec le bloc crypté précédent avant d’étre crypté lui-méme.

Pour le premier bloc, on utilise un vecteur d’initialisation public. Avec les notations habituelles,
on a donc

4. Déchiffrer 10110111001111 sachant que la clé de chiffrement est k =

_)
¢ = Ex(m; ®ci—1), co=1g

1. Quel est le lien entre OUEX et Fy ?
2. Cryptez |’ exemple traité avec ECB en prenant v_o> = 1010101.
3. Faites de méme avec « Maman ».
4. Donnez une formule de déchiffrement. Déchiffrer le cryptogramme 101101110011111 sachant
1 2
que la clé est k = 3 et que v_0> = 001.
2 1 3

5. Déchiffrez « Papa » sachant que c’est le cryptosystéme de la question 2. qui a été employé.

Ce mode est efficace mais nécessite 1'utilisation de fonctions de chiffrement et de déchiffrement
différentes ce qui peut ralentir la procédure.

Exorcice 5 -37 L IRe

CFB : Cipher-FeedBack. C'est un mode dérivé de CFB qui est utilisé par OpenPGP, format pour
l’échange sécurisé de données (paiements sécurisés par exemple) largement utilisé actuellement
mais est susceptible d’étre attaqué, méme s’il est trés difficile de mettre en ceuvre concrétement
cette attaque :

http://www.cert-ist.com/fra/ressources/Publications ArticlesBulletins/Autres/Failledanslechiffrement CFBdOpenPGP/

Le mode CFB utilise un registre de décalage de taille r inférieure a celle de la clé.
On a besoin d’'un vecteur d’initialisation v_o> . Le message clair est découpé en blocs de longueur
r. Ensuite on procéde comme suit, sachant que les m; sont les blocs en clair de longueur r :

ﬁ
— to =1 ;
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— 55 = Ey(t;);

— g; est la chaine constituée des r bits les plus & gauche de s;. Quelle est 1'opération arith-

métique associée ?

— ¢ =m;®g;;

— t; = (2"tj_1 + ¢;—1) mod 2™ (attention! Il faut travailler en base 2).

Le déchiffrement fonctionne de maniére identique en échangeant les réles de m; et c¢; a la

quatriéme étape : démontrez-le!

1. Chiffrez « Papa 1s cool » sachant que la clé est k =

r=3

4 1

2. Déchiffrer le cryptogramme 101101110011111 sachant que la clé est & =

7 =2 et que vg = 001.

m Exponentiation rapide

|3 SRkl Complexité

Voici deux algorithmes :

, que v_o> = 0101 et que

, que

Fonction algol(a,n: entiers
naturels ) : entier naturel
Début
Si n=0 Alors

| Retourner 1
Sinon

| Retourner a*algol(a,n-1)
FinSi

Fin

Que calculent-ils 7 Quelle est leur complexité ?

En voici un troisiéme :

Fonction algo2(a,n: entiers

naturels ) : entier naturel

Variable
i,r: entiers

Début

r « 1

Pour i variantDe 1 Jusque n Faire
T ¢ asr

FinPour

Retourner r

Fin

Fonction algo3( a,n: entiers naturels) : entier naturel
Début
Si n=0 Alors
Retourner 1
Sinon
Si n=1 Alors
| Retourner a
Sinon
Si n est pair Alors
| Retourner algo3(a*a,n/2)
Sinon
| Retourner a*algo3(a*xa,(n-1)/2)
FinSi
FinSi
FinSi
Fin
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Que calcule-t-i1 7 Quelle est sa complexité ?

Comparez le temps de calcul de algo3(1 000000 000) et de algo1(1 000000 000) sur un ordinateur
équipé d’un processeur 3GHz effectuant une opération arithmétique élémentaire en 100 cycles.
Programmer algo3 sur Haskell. On 'appellera prap a n.

Calculer 210,229 230 230 _ 1 230 4 1
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DEPLACEMENTS

C-v Pagedown

M-v Pageup

C-p Ligne du dessus (previous line)
C-n Ligne du dessous (next line)
C-b Caractére précédent (back)
c-f Caractére suivant (next)
M-b Mot précédent

M-f Mot suivant

C-a Début de ligne

C-e Fin de ligne

M-a Début de phrase

M-e Fin de phrase

M—< Fin de fichier

M-> Début de fichier

c-1 Curseur en milieu de page
C-u C-v Curseur en haut de page

COMMANDES PRINCIPALES (MENU FICHIER)

C-x C-f Ouvrir fichier (tab de complétion)

C-x C-s Sauvegarder fichier

C-x C-c Quitter Emacs

C-z Sortie provisoire (récupération possible par %emacs)
C-g Arrét d’une commande (ou sortie d’un sous-menu de commande)
ESC ESC ESC Idem (mais sortie d'un recursive editing level)
EDITION

C-x u Annulation (ou c-_)

C-x z Répéter

Suppr Suppression du caractére avant

c-d Suppression du caractére aprés

M-suppr Suppression du mot avant

M-d Suppression du mot apres

c-k Couper (kill) jusqu’en fin de ligne

M-k Couper (kill) jusqu’en fin de phrase

C-x k Couper (kill) le buffer

C-espace Marquer (début d’un copier/couper)

C-w Fin d’un couper (kill)

M-w Fin d’un coller

M-h Marque le paragraphe

C-x h Marque la totalité du buffer

C-x C-espace Coller (pop) global mark

C-y Coller (yank du killed)

M-y Passage entre les différents kills (anciens copier, aprés un C-y)

C-s Recherche aprés (suivi de C—w recherche le mot sous le curseur)



C-r

M-Shift u

Espace

Suppr

!
M-u
M-1
M-c

Recherche avant (suivi de C—w recherche le mot sous le curseur)
Remplacer

Pour remplacer l'occurence suivante

Pour passer 'occurence sans la remplacer

Pour remplacer toutes les occurences

Mot en majuscule

Mot en minuscule

Mot en capitales

TAMPONS (BUFFERS)

C-x C-b Liste des buffers (fichiers ouverts)

C-x s Sauvegarde les buffers (pose la question)

C-x 0 Supprime cette fenétre

C-x 1 Supprime les autres fenétre

C-x 2 Divise la fenétre en 2 verticalement

C-x 3 Divise la fenétre en 2 horizontalement

C-x o Passage d’un écran a 'autre (other)

C-x * Aggrandir la fenétre

C-v Pagedown dans l'autre fenétre (ESC C-v en cas de non méta)
C-x 4 C-f£ nomFichier Ouverture de nomFichier dans une fenétre en bas
C-x 4 b Fermeture fenétre

DIVERS

C-u chiffre Itération d’une action (ex : C-u 5 C-n Descend de 5 lignes)
C-x Commande suivi d’un seul caractére

M-x Commande a partir d’'une commande texte (tab de complétion)
C-h ? Aide générale

C-h ¢ nomCommande Description de la commande

C-h k nomCommande Aide sur la commande

C-h f nomFonction Description d’une fonction

C-h a nom (Apropos) : liste les commandes contenant le nom

C-h i Lire les infos (Manuels en-ligne)

ESC

Commande shell







Voici quelques fonctions qui pourront vous permettre d’utiliser Haskell comme machine a calculer
logique et vérifier les résultats de vos exercices.

Haskell

import qualified Data.Map as Dic
import qualified Data.Set as Set

type Atome = Char
type Environnement = Dic.Map Atome Bool

data Formule =
Faux
|Atomic Atome
|[Non Formule
|Et Formule Formule
|Ou Formule Formule
| Imp Formule Formule
|Equiv Formule Formule deriving (Show,Eq)

-- Opérateurs infixes plus pratiques a utiliser
§ x = Atomic x

x&y=Etxy

Xx §y=0uxy

X =>y =1Imp Xy

X <==> vy = Equiv x y

-- exemple de formule

-- de_morg = Equiv (Non (Et (Atomic ’p’) (Atomic ’q’))) (Ou (Non (Atomic ’p’)) (Non
(Atomic ’q’)))

de_morg = Non ((p 'p’) & (u ’q’)) <==> (Non (g 'p’) § Non (g ’'q’))

-- exemple d’environnement
envl = Dic.fromList[(’p’,True),(’q’,False)]

-- évaluation récursive d’une formule sous un environnement

eval :: Formule -> Environnement -> Bool

eval Faux env = False

eval (Atomic a) env = env Dic.! a

eval (Non f) env = 1if (eval f env) then False else True

eval (Et f g) env = if (eval f env) then (eval g env) else False
eval (Ou f g) env = if (eval f env) then True else (eval g env)
eval (Imp f g) env = eval (Non (f & (Non g))) env

eval (Equiv f g) env = eval ((f & g) § ((Non f) & (Non g))) env

-- renvoie 1’ensemble des atomes présents dans une formule

ens_atomes :: Formule -> Set.Set Atome

ens_atomes Faux = Set.empty

ens_atomes (Atomic a) = Set.singleton a

ens_atomes (Non f) = ens_atomes f

ens_atomes (Et f g) = Set.union (ens_atomes f ) (ens_atomes g )
ens_atomes (Ou f g) = Set.union (ens_atomes f ) (ens_atomes g )
ens_atomes (Imp f g) = Set.union (ens_atomes f ) (ens_atomes g )
ens_atomes (Equiv f g) = Set.union (ens_atomes f ) (ens_atomes g )

-- "dit" la formule comme on 1’énonce habituellement

dit :: Formule -> String

dit Faux = "Faux"

dit (Non Faux) = "Vrai"

dit (Atomic a) = [a]

dit (Non p) = "Non " ++ (dit p)

dit (Et p @) = "(C " ++ (dit p) ++ " et " ++ (dit @) ++ " )"

(
dit (Ou p q) "( 7w+ (dit p) ++ " ou "4+ (dit @) ++ " )"
dit (Imp p q) "( "4+ (dit p) ++ " implique " ++ (dit @) ++ " )"

dit (Equiv p q) (" ++ (dit p) ++ " equivaut a " ++ (dit q@) ++ " )"




—-- renvoie la liste de tous les environnements de taille n
-- on nomme les atomes dans 1’ordre alpha a partir de ini
tous_les_env :: Int -> Atome -> [Environnement]
tous_les_env 0 ini = [Dic.empty]
tous_les_env n ini =
let insere v dic = Dic.insert ini v dic in
(map (\d -> insere True d) (tous_les_env (n-1) (succ ini))) ++
(map (\d -> insere False d) (tous_les_env (n-1) (succ ini)))

-- teste si une formule est une tautologie
est_tautologie :: Formule -> Bool
est_tautologie f =

let ens = ens_atomes f in

let ini = Set.findMin ens in

let n = Set.size ens in

and ( map (\env -> eval f env) (tous_les_env n ini) )

-- renvoie la table de vérité sous forme d’une liste de couples (envir, valeur)
liste_verite :: Formule -> [([(Atome,Bool)],Bool)]
liste_verite f =

let ens = ens_atomes f in

let ini = Set.findMin ens in

let n = Set.size ens in

map (\env -> (Dic.tolist env,eval f env)) (tous_les_env n ini)

-- joli (?) affichage de la table de vérité
table_verite :: Formule -> I0 ()
table_verite f =
let 1v = liste_verite f in
let s = foldl (++) "" [(show (fst c)) ++ " --> " ++ (show (snd c)) ++ "\n" | ¢ <-
1v] in
putStrln s

Par exemple, pour la table de la section 1.4.3 page 9 :

Haskell

*Main Dic> let p9 = p ’p’ § (Non (¢ ’q’) ==> pu ’p’)

*Main Dic> table_verite p9

\[(’p’,True),(’q’,True)] --> True

\[(’p’,True),(’q’,False)] --> True

\[(’p’,False),(’q’,True)] --> True

‘[(’p’,False),(’q’,False)] --> False

On retrouve bien le résultat annoncé :
P g —q -g—p pV(~g — p)
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 0 0




vre de CM1

cours moy
premiér

Voici quelques pages d'un livre de CM1 des années 1970...Cela constitue
une bonne base d'exercices pour réviser le DS ;-)

gaspari




ices et pmbléme4

1.ﬂnal‘m¢dnh={1:3:5:?:9}.thmn:pammappawm
ensamble 7

2. Ecris I'ensemble B des voyelles de notre alphabet.

3. Aton le droit de dire que les noms brochet, carpe, grenouille sont des élé-
ments d'un ensemble de noms de poissons 7

4. Forme un ensemble C de mots qui commencent par s, un ensemble D de
mots qui se terminent par un u.

; 3. Ecris I'ensemble E des rois qui ont régné en France entre les années 1600
et 1780.

6. Aegarde sur ton dictionnaire ce qu'on appelait une « merveille du monde =
L Quels étaient les éléments de cet ensemble 7

7. Regarde sur un atlas quels sont les éléments de I'ensemble des FEtats gui
onl une frontiére commune avec la France.

B. Quand on cite les éléments d'un ensemble on n'a pas le droit de cller deux
fois le méme élément. Jean a écrit F ={ Louis XIV ; Louis XV ; le roi Solsil]
Quelie faute a-t-il commise ?

i 8. Les ansembles A = {m:p;r:l;t} etB = {n:l:k:r:m}
sont-ils égaux 7
10. L& ensembles C = {1;?:3;5} et D= {5;7:3:1:5}
sont-ils égaux 7

11. On sait que E = {13;2!:-;12;1&} quuF-{ 21]:15;:;12_}
etque E=F .Trouve x.

P 12 Ondonne A = { 25:36;59; 41;17: 10} .Quel est Iensembie B
nombres de l'ensemble A dans lesquels on trouve le chiffre 1 2

'ensemble C des nombres de I'ensemble A dans lesquels on

g
Ea?

E_ 13. Les éléments d'un ensemble B sont choisis parmi ceux dun univers A :

éléments de A | x ¥ z 1 u W
pour B, numéros des éléments de A | 1 0 0 1 1 1
Quels sont les &léments de B 7 +X +v

Ecris sur une feuille, comme sur le livre : +t + u +z +w
Mets en évidence les ensembles A &t B. + ¥

14. Les éléments d ensemble D sont cholsis parmi ceux d'un univers C on
- sait que C = E'mﬂﬁ:ﬁ;lzl;ﬂj ﬂqunb:{ﬂ;ﬁ
compléle le tableau - éléments de C. |
pour D numéros des éléments de Cl

mmmdm.munmﬂmwummmcan.

13



ssensembles A = { 2:9:6:4:7) etB= {2:4:6;:8;10}
@ est leur intersection C ? Fars un diagramme.

& ln suite des nombres entiers naturels : 0; 1 ; 2... A est 'ensemble

- s gue tu dis aprés 197, mais avant 205. B est |'ensemble des
prmbyr que tu dis sprés 200, mais avant 210, Ems les éléements de A,
_ dulﬂur intersection C. Fais un diagramme.

2 ['univers des noms d'animaux E ={nhat;bmﬂm:thm;nrpm;
: vache ; moulon ; éléphant ; aigle }

|] ¢ btspvmea
pour A, N*= des ¢léments de E 100 ¥ 6B N D
pour B, N des éléments de E Liho Dl 104 1300
= jes éldments de A. Qualifie les par un caractére commun (pense

3 =x pattes).
les éléements de B et qualifie les (as-tu déja visitéd une ferme 7?)
ezl l'intersection C des ensembles A et B 7 Qualifie les éléments

.,_1_

L
a0

'mmmrmﬂmmaﬁ.&c

~_- dﬂnna un univers d'enfants E ={Bemard ; Francois ; Christophe ;
Didier ; : Régis ; Michel ; Pierre ; Georges ; Xavier}.Ceux de ces
s qur hsmt = Tintin = I::-fmeﬁt un ensemble A. Ceux de ces enfants qui
# Pilote » forment un ensemble B. Ceur de ces enfants qui lisent « Spi-
rou s forment un ensemble C.

5 da E | BF CDARMPG X
our A, N* des éléments de E S A i e B R T W TR
B, N™ des éléments de E 1 (R ey T ey i L 1 i
r G, N des eléments de E e B el N (U N e e
Ecris les éléments de : AB,C.
Ecris les é&léments de :
H, intersection de A et B,
‘ E I, intersection de A el ©
J, intersection de B et C.
"‘ E ¥ a-t-il des éléments communs &
& A B . C?
' Leur ensemble est K.
Place les prénoms sur le dis-

gramme Ci-contre.

On te donne l'univers E = [ Canada ; Etats-Unis ; Mexique : Colombie
gzuela ; Bresil ; Pérou ; Bolivie | . Consulte une carte de I'Amérique.

s numéras faut-il associer aux ¢léments de E pour obtenir I'ensemble A
Etats baignés par I'Océan Pacifigue, pour obtenir I'ensemble B des
3 haigni: par 1'Océan Atlantigue 7

2 est l'intersection C  de A et B 7 Fais un diagramme pour E, A, B, C.

'-ﬁhdmm!'unwamdulaitmuE ={a:b:e:d: ce:frgih:i)

'm de trouver les éléments d'un ensemble A d'un mmtbla B pour que
~le cardinal de A soit 3. le cardinal de B, 5, le cardinal de 'intersection C de A
© et B, 1. Toujours avec cardinal A = 3, cardinal B = 5. esi-il possible d"avoir
-n_—dhﬂ{::ZouhnnualdnaIE—Enuhmcardlnalﬂ 47 Fais un
- diagramme dans chague cas possible.

Tu as un jeu de 32 cartes. Qualifie I'intersection da I'ensemble des cartes
rouges el de |"'ensemble des cartes noires.

8. Prends une boite de blocs logiques. Regarde les blocs un & un et mets
- dans un sac les grands triangles bleus au fur et & mesure que tu les trouves.
- Reprends tous les blocs, entoure d'une ficelle I'ensemble A des grands tri-
- angles et I'ensemble B des triangles bleus. Voistu Pansemble des triangles
 blaus et grands 7



Exercices et problémes |

1. On donne I'ensemble E des chiffres E = {0;1:2;3;4;5;6;7;8;9
Ecriz lg sousensemble A des chiffres Impairs. Forme la sous-ensemble

B complémentaire de A par rapport 4 E. Comment appeler les éléments de
B

2. On donne I'ensemble E des letires de I'alphabel. Ecris les éléments du
sous-ensemble A des consonnes. Forme le sous-ensemble B complémentaire
de A par rapport & E. Comment appeler les éléments de B 7

3. Ondonne E = {1;2;3:4:;5:6:7;8;9,,A={1:3:7:9}.8=

{2:4:6:8). ¢ = {1:3:5;7;9) D=12;4;5;8; 8]. Dis si les
sous-ensembles suivants sont complémentaires par rapport & E
AetB; CetD; AetD,; BetC

4. Tu as l'ensembie des blocs logigues d'une boite et trois sacs. Dans le
premier sac tu mets les blocs triangulaires ; dans le deuxidma sac tu mets
les bloccs non triangulaires. Dans le troizsidme sac, y atil des bloes & metire 7

5. Tu as I'ensemble des blocs logigues d'une boite. Montre un bloc carré

et non bleu. Prends les blocs un & un et mets tous les blocs carrés et non
bleus dans un sac.

Reprends tous les blocs ; forme sur ta table |'ensemble des blocs carrés,
I'ensemble des blocs non-bleus ; entoure-les chacun d'une ficelle, OO sont
placés les blocs carrés et non-bleus 7

6. Recommence comme au numéro 5 avec les blocs non-rouges el non-petils.
7. Recommence comme au numéro 5 avec les blocs camés ou non-bleus.
8. Recommeance comme au numeéro 5 avec les blocs nmon-rouges ou non-pelits.

9. Recommence comme au numéro 5 avec les blocs non-jaunes et non-ronds,
puis avec les bloes non-jaunes ou non-ronds.

i 4, Réponds par oui ou bien par non aux questions suivantes. Peux-tu

calculer (9-6), (63), (36), (66), (81), (2-7), (4-4), (123 465-0), (100001-
99 989), (4350-4035) 7

11. Calcule les nombres représentés par des lettras :

2 +x=29 15 = a + 4 B+ 8B=m
y = (T — 3) (1T —q) = 9 (18 — 8) = n
1= (B —Z) D = [o—5) p+ 5=10
{(t—B8) =3 d+d=28 14—qg=17

42, A un couple de nombres, on fait correspondre um nombre par une addi-
tion ou bien une soustraction. Mets dans les cases les signes convenables :
(8; 8)0 .14 (13; 10,0 .3 (15; 7),Ld.8 (3; 3) 17: 90 8
Si on te propose (5; 0,25, quels signes peuxdu metire 7
Si on te propose (0; 5%..5, astu le choix 7

13. Mets dans chacun des cas sulvants V (vrai) ou bien F (faux) :
(12 —4) =8;(6—5)<9:4>(12—6); (10 —9<2;(15—8)>5
(14 —6) >10: 9 = (12—5); 0< (11—3); 5> (13—9); 9< (16—8)

14. Quelqu'un dit : « {8 — B) est plus grand que 3 »: a-t-l raison ?
Quelgu'un dit : « Il est faux d'affirmer que (8 — 6! est plus grand que 3 »;
a-t-il raison ? 4



iercices et problémes

__I 1. Voici un ensemble de fleuves F = { Seine ; Loire ; Rhone ; Garonne }

et un ensemble de cours d'eau :

{ Mame ; Allier ; Sadne ; Dise ; Somme } .

Représente ces ensembles et trace les traits fléchés signifiant @ =....a pour
affluent..» Trace le tableau représentant tous. les couples {fleuve : cours
d'eau). Indigue comme au paragraphe | ceux de ces couples qui associent
un fleuve et un de ses affluents,
Z On a représenté un tableau indiguant les années de naissance des enfants
Lesage. Construis un schéma qui te donnera les mémes renseignements gue
ce tableau. Compléte :

.. est néd an 1960 :
...... est né en 1958 ;
Olivier est né en

Gérard Henri |MNathalie | Olivier | Nicole
1958 1 0 0 0 0
1960 0 1 0 1 o
1963 0 0 0 0 1
1968 | 0 0 1 0 G

3. On a représenté un schéma, essaie de l'interpréter. Faiz un tableau donnant
les mémeas renseignements :

4. Représente le schéma de I'ensemble des villes :

Lyon ; Toulouse | puis le schéma de Pensemble des départements

Béatrice x-
Eric 4
Jérome xq
Henri x4
Marcel
Hélene

“MzeceIw

X

2

V. = { Nice ; Paris - Lille ;

D = | Seine ; Rhéne ; Nord ; Alpes Maritimes ; Hautﬂ-ﬁa.mnmi} . Trace les
traits fléecheés que tu veux de chaque ville & un département convenable. Peux-
tu donner une interprétation aux trails que tu as tracés 7

19
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2. Ecriz en base trois, en base quatre, en base cing. en base six :

a) le nombre de doigts de tes mains ;
b) le nombre de crayons de ta boite de crayons da couleurs ;
¢) le nombre de tubes de ta boite de peinture.

4. Les nombres suivants sont-ils écrits 7

a) 213 en base trok? pourguod ?
b} 242 en base trois? en base quatre ? pourguei ? .
c) 335 en base trois 7 en base guatre 7 en base cing 7 pourquoi 7

4. Jindigue le nombre qui précéde st celui qui suit :

nombre qui précéde | nombre donne | nombre qui suit
1) base trois ; o
e g
ool |
) e |
-~ g S|
2) base guairel 1 2 3
i 3.2
30 A
210
2 1 3
A S
. M|
3 00
3) base cing 2 3 4
2 4 2
3 0 0
3 0 3
811
4 4 3
5. Je dessine les billes dénombrees !
1) en base trois par 122 £ 1 2) en base trols par 200 ;
en base guatre par 122 ; 15 en base quatre par 102 ;
an base cing par 122, (7 en base cing par 33.

— —— « La Gironde = - Creusot - 1839

— d'aprés cl. = La vie du rail =

|"rh | ‘ ‘ I

e

R




Il Sous-unites

Voici un ensemble A de

petites plaques.

En utilisant le tableau,
|. écris le cardinal de A en
prenant la petite barre
I comme unité-repére.
cubes petites plaques | petites barres | petits cubes

1 2 0

Tpositmn de la virgule

Pour indiquer |'absence de petite barre, on met un zéro dans la
colonne des petites barres.

On écrit ; en petites barres, le cardinal de 'ensemble de petites
plaques est exprimé par | 'écriture 120.

Ecris le cardinal de A en prenant le petit cube comme unité-

repere.

Exercices et problémes

On a représente un ensemble A
de petits cubes. Exprime en
base quatre le cardinal de A en
prenant comme unité : la petite
barre, la petite plague, le grand
cube,

YO8 o000
CFo SRR e
006 0 BED
e O 0 O O O W

2. Exprime en base cing le cardinal de I'ensemble A (exercice n® 1) en prenant
comme unilé : la petite barre, la petite plague, le grand cube.

3. Exprime en base six le cardinal de l'ensemble (exercice n® 1) en prenamt
comme unité : la petite barre, la petite plague, le grand cube.

4. A, B, C, sont des ensembles dé petils cubes. On a effactué les groupements
en base quatre, les résuliats obtenus ont été portés sur le tableau. Exprime
le cardinal de chacun de ces ensembles en prenanl comme unité repdre le
petit cube, la petite barre, la petite plaque, le grand cube,

ensembles | cubes | pelites plaques | petites barres | petits cubes
A 2 1 (i} (1]
2] 2 a 3
o 1 3

5. Dessing un ensemble de croix dont le cardinal est Funité repére &tant le
groupement de cing croix, exprimé par I'écriture 12,
6. A est un ensemble de croix. Un groupement remplace cing croix, un grand
groupement remplace cing groupements.
Exprime le cardinal de A en base cing en prenant pour unité-repére le grand
si le cardinal de A (I'unité-repére &tant la croix) est 10; 213 ;
2:100,

7. Le maténal ulilisé est le maté-
o rigl base quatre,

Voici un ensemble de grands
cubes. Exprime en base quatre
le cardinal de cet ensemble en
prenant pour unité le grand
cube, la petite plaque, la petite
barre, le petit cube.
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HII Propriété de la relation : «... est diviseur de... » dans
rensemble des nombres entiers
® Choisis deux nombres. Représente |'ensemble de ces deux

nombres. Peux-tu relier les points qui les représentent par un
trait signifiant “...est diviseur de ...”? (Cela dépend des nom-

bres choisis).
On a représenté un ensemble de trois nombres
: et des traits fléchés signifiant “... est diviseur
[0}— Q de ..."" . Ce schéma est-il complet ?
Trouve un ensemble de nombres qui convien-
nent.

On a représenté un ensemble de deux nombres
et des traits fleches. Les traits ne peuvent pas

avoir pour signification *... est diviseur de ...".
[E}— (‘_O‘q Pourquoi ?

Supprime un trait pour que le schéma puisse
avoir cette signification. Trouve des couples

convenables de nombres.

On a représenté un ensemble de nombres et

des traits flechés signifiant : ... est diviseur
[F1— Q”“ﬂ de ..."" Ce schéma n'est pas complet. Pourquoi ?

Compléte-le. Trouve un ensemble convenable
de nombres.

IV Recherche des diviseurs d'un nombre

Recherchons tous les diviseurs du nombre 12. Nous savons que
ce sont des nombres inférieurs ou égaux @ 12. Tu dois donc es-
sayer tous les nombres.

L'ensemble § 1,2, 3, 4,6, 12| est appelé I'ensemble des divi-
seurs du nombre 12.

Tableau
2 | l | 1]
ml ||
n - —
—gl - - ey
L |
—{]_.-. . ]
TAENAR L
L !
41110
3,101 =
#il1lo |
e (1|1 |00 | fregeey
est diviseur de ImJ1{23lals]6]7][&lo |12

Compléte le tableau en écrivant des “'1” dans les cases corres-
pondant aux couples dont le premier terme est un diviseur du
second, O dans les autres cases.

Ce tableau permet de lire directement les diviseurs d’'un nombre.
Par exemple, en suivant la bande de 12 on voit que 1,2,3,4,6,12
sont des diviseurs de 12. Quels sont les diviseurs de 8, 9, 10,11 ?
Certains nombres n'ont pour diviseur que 1 et eux-meémes.
Fais-en la liste.



"IN@SIAIR NE JNBIISIUI 8119 110p 81584 8] 13 £ > 7 81|

-ebaui | sed algno,u 18 aneuuoosal a| Joanod inod jusnonb a)

JUBAE INSSIAIP 8] UBIq S1IOB 'Z + (G X E) = £ SUI@ M PUEND
ajsal juanonb INBsIAIR  apuapialp

Vm | m_\m_a:on. 8| alpuodsaloD 11e) se ny .Mﬂ ! 2} sidnoa ny
‘8851180 7 81581 8] |1 18 UNJBYD B S85180 G SaUUop n |

G =(E+ f£|)®0ouug gded | epJienua juanonb ajise g
‘g8 E + (G X E)=L| 8409 sshe xnad n|
GXEFLLFGXE

juejue Jed sasuan g Jauuop sedxnadaun) ! /| <9 X g
‘Juejua Jed sasueo g leuuop xnadnl ! f| > G X £

¢ NI-Sa1eIsu0d ang)

9 £ 589nquUISIp 585180 8p alquou
o z L juejua anbeys Jed
Sandal Sas180 ap sigquiou

: neajgel 8| a1g|dwog

‘laimieu alquiou un sed ajuasgidas au (g £ |) 8NP
'€ 8p 8jdn

-|nwi sed 188U /| JED 'UDpN

LXXE)=LL

anb |81 x 18aAnoJ) uo-inad

‘sasian ap ajqissod
snjd @) JoAE JIOP UNDEYD e
‘saJlne
§a| anb sas11a0 ap siquou
BB 8] JI0AR 1Op UNJEYT) e
L SajueA
-ing s8] juos nal np sa|ba
£87 ‘sjuejus £ AJjus sas
<83 L} Janquisip naa ud

(1)

24524 D2AE UOISIAIQ

LlZiBL) + (i85l : (piZL)
 SUOISIAIR §8] 5891] IU0S suoneddpinu sajenb v e
*(r X £) = ZI

1 uonesndinnl @1 B @an 188 & = (¢ ! FL1 810BN8 UDISIAID B

ne a|quwassal ewayss an
[NU B 8p uoluyaqg » :

gl =

uonesgdo sun Jed g

‘v @p sa|dn|nw sep 10s z| ‘g 'p 7| =
_q f—

Ny pinofne guigsap suoae snou anb () BlIgy0s
* S|@3Njeu saiquwou sap uoiead)
uoda| | 8p eweyss Ja|waid 8] apiebay o

b= (€ 24) o8 ug

£ ap sa|djynw sap juos z| ' 'a'p

: ‘aaulwg) 159 uolnquisip eq

= (EXE g=g X ‘E=11 X g)
UBLUBAISSBIDNS JUOS SBNLISIP S191Y8D S5 o

‘BLUBLIOS 8] 8JBJ] UQ) 'S8|guWasua-snos ap aJquiou

B] 8Yyaieys uQ ‘s|quasua

“SN0s anbeys ap |eulpies

8| Heuuoa uo 'juBUBIUEWY

‘UnNJeyo ap |euipJea

2] Heydasyo uQ ‘sa|quuiasus

*8N08 ap |Jquou a| jes

-8lBUUDD U0 ‘aunay | B noj

4 4Indas uo-inad saa

"219,p uslquoy ‘eAgis Jed

Sdalyea g JanguIsip ney ||
‘sd3|lyed gl epedaune ug o

't ded | apioexs jusnonb a) 1se £ nasinp a)1se awga)

(v X g)

PUo2as &) ‘apuapinp e 188 (4 | Z 1) 8dnoa np awse deiwaid aq

‘uoisiaip ajjadde s inb

8iquiou af puodsenos (§ ! z|) 8jdnos ny

*E=lti2L) B33 P IUBIAUDD U

.m.M:_EEH 158 abieped aq

£ x | = X

(b X #) jusweaissasons juos mm:a_hm_ﬂ mm_.._an_cn_wn_ me"__

‘S410U s9U09|} syed) 88| Juanbipul | Swwod a|qwasua-snos

anbeyos g juawa|a un Juaw

@@ @ @ @ -BAISS800NS  BnquBE  uQ

‘|BUIpdeD BLIgW ap

Sa|quasua-snos atenb ua

¢} |BUIpJED ap 3 a|quesus

un sabeyped e jusinas Bjan

‘saiine sa

anb suoquoq ep siquou

SWgwW 8] JoAR }HOp UNoeyn

‘sjuejus sajenb aujua suoq
-uoq z} Jobened jnan ug »

1

Tea oy

|Eulpied aww ap sjulolsip sajquiasua-snos
Ua 2jquiasua unp uonieq |

STIUNLVN SIYAWON $S3a
NOISIAIQ V1 3d NOILINIJIG ‘9%

s b S401YEO

o T P L L e ALY




A

I sed 1109,u UD BJIBUIPIO,P
8l a9||1e3ep
Gl anbnead
£L zy  uonysodsip ‘@yIun Bun 81884 || 'E = 9 — B}
9 GEV ‘f1 158 Jafieed g sajun sep 2quou 8

‘goyun gy Jed soejdwed uonb BuleZIP Aun 21884 ||

‘1 8@ juanonb aH

g Jed gf ap Janus jJusnonb 8 JuRYIIAYO Ul juanonb np sauwezip
Sap @4ylyD a| saAn0dl N] "Ef 159 GER 8p SaulBZIp SBP AJquIoU &7

*sa1un sap
eujIyo 8| 9}INSua ‘sSBulezip SBP BiIYd B| piogep SayMEYDd Ny

00k X 9 >6EF >0 X9
09=0%x9 9=1X8

4 Juanonb aa ap salyiyd ap aiq
-wou 8| 1sa |anQ ‘9 Jed gEp ap Japue juanonb 8] saydsayo ny

: |najey

‘8a4)Iyo xnap e jualonb a
009 = 00L X 9

C] >3+ (CO% 9) = sEp : 8ig|dwod

‘aqna | 83saJl || 'seqna £ ap 158 ajquasua-snos anbeyd ‘InQ

4 |BUIPIED BWPW 8p SIQND 8p Sa|fuasua-snos g allej Ni-xnad ‘g

CoooooooOogoogooao oa

‘saqng
sap Jed el-eoe|dway “Jebeyed jnad au uonb sueq aun ajsad ||
"s8JIBq J Bp BJES 9|guwasus-snos anbeyd

"no

i |BUIpJED SWaW ap sadieq ap Sa|quIasUd-snos g @Jiey ny=xnad g

I O O

'saleq sap Jed sanbe|d sa) aop|dway

"uou
¢ [euipieo awgw ap sanbejd ap S8|OWIBSUS-SNOS § BJIB) N1-Xnad 'L

ocopooooBen _ — —
‘(saoag|d

sap 'sje||lq sep |ssne J1sjoyad jjednod uo) sagqno sped ‘sed
-ieq seed ‘sanbejd seined | |@upIBW NP D9AR GEP PJUaseIday

‘g aud Gey ap Jepue Juaponb @ ayoseya up
uopejndjuey

‘08 # esuad

‘2 : 06 anb ajdwis snid uonesgdo sun aJdiey Jnod ‘aap) adne
eun eAnod] “(Z ¢ 9] + (& : 06) ®4l409p Jo4p 9| B UQ 'Z © 96
‘8apl a4ine aun aanod)

‘WoN £ (E-+2) + (£-+0F) 84498 p Jl04p 8] Ni-8Y ‘£
BE=(riv) + (F:02)) =¥ 2L

MW=L +(S:08) =¢=1I§
C=c+0r=10(2:9) + (2:'08) =2:08

suojjes||ddy

8 £ | Tty uou
i (9—=6r) = (9—6) + (9 0F) 21409,p J0Jp 3| N}-SY
‘joexa juanonb ep sed e A u |1 no sen

i m-sanbiewal anp

5| 0]
9 | 8L)| 62
8| OF|SE
2 (A4x) [A+x |2 1 A)+(z=x) [z : &) | (z=x) [ ol "
: ‘neajgel 8| ayg|dwon
"108x@ juanienb [nas unp sen
¢ Mi-sanbuewas anp
6 | 9E| S¥
L | |82
¥ | 9|zl
Z: (A+x) JA+x | @Z: A+ ) f@z: 4 |[(z:x) Z| A x

‘neajqel a| ayg|dwon
's}oexa sjuanjonb xnep ap sen

_ uonippe ja uoisialg | _

ANONODTIND 1S3
NIILONO 37 "3¥44IHD NN V ¥N3SIAIQ

1 STIUNLVYN SIUEIWON S3A NOISIAIQ ‘8

Lunj 4 g @ senbs|p g ep x)4d 8] 188 |anp

r— kil i POrETT (PP e T s

¢ XneajnoJd g ap JnanBuo| e| ep
W 8| 188 a)jeng 'w §2 @4nsow Jaj ap || ap suo.w:o._ un,p ananbuol 8y




87 CLASSEMENT PAR 5

| Restes dans la division par 5

1. Effectue les divisions de 21 par 5 et 46 par 5.
Tu trouves le méme reste : 1
MNous dirons que 46 donne dans la division par 5, le méme reste
que 21. A est I'ensemble des nom-
bres de zéro & 12. Trace les traits
@_ wAti TR e d * 4| fléchés signifiant “... donne le méme
+10  +8 47 + 5 | reste, dans la division par 5 que ...”
+9 .6 Recommence le schéma de facon que
les fleches ne se coupent pas.

+ 0 + 1 a2

Est-ce possible ? Quel classement peux-tu effectuer dans I'en-
semble A ?

2. Classons les nombres entiers.
Comme nous venons de classer les nombres entiers de zéro a 12,
nous allons essayer de classer tous les nombres entiers.
Quels sont les restes possibles dans la division d’'un nombre par 5 ?
Tracons 5 colonnes. Nous mettrons dans la premiére les nom-
bres qui donnent pour reste 0, dans le second ceux qui donnent
pour reste 1 et ainsi de suite ...
restes ol 1[ 2] 3[4 Continue a placer les nombres sui-
ol 1] 2] 3l 4 vants de la méme maniére {par exem-
nombres| 5| 6| 7| 8|9 ple jusqu’a 30).
10111112113 ha Quels sont les nombres de la 1 ére
P AT SR B colonne 7 de la2éme ? la 3eme ?

Fais la différence entre deux nombres quelcongues de la méme
colonne. Qu'observes-tu ?

3. Notation et vocabulaire.

André, Jean et Pierre font partie de la méme équipe. Pour dési-
gner cette équipe on peut aussi bien dire : équipe d'André, équi-
pe de Jean ou bien équipe de Pierre.
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L'ensemble des nombres de la 1ére colonne sera appelé la classe
de zéro par 5 et noté 0 (5], ou bien classe de 5 par 5 et noté
5(5), ou bien classe de tout autre nombre de la colonne 10 (5],
g T R

Egalité : 0 (5), 5 (5) désignent le méme ensemble, tu peux
écrire : 0(5) =5 (5) ou bien, plus simplement0 =5 (5).

De la méme maniére les nombres de la deuxiéme colonne consti-
tuent : 1 (5) nuhnenﬁ[ﬁll etl =6 =11 (5).

4. Comment trouver la classe d'un nombre sans effectuer la
division ?
Observe le chiffre des unités des nombres du tableau pour
découvrir une régle.

Compléte le tableau avec les notations les plus simples

0,1,2,3,4).
Chiffres des unités 0D l112|3|4]5]|6}|7|8]8
Classe par 5 2 i

Il Addition des classes

Prends un nombre dans 1 (5) et un nombre dans 2 (5), addition-
ne ces deux nombres. QU se trouve leur somme ? change les
nombres (en les prenant dans les mémes classes). Ol se trouve
la nouvelle somme ?

La somme d'un nombre de 1 (5) et d’'un nombre de 2 (5) estun
nombre de 3 (5) i

Nous écrivons ceci 1+2 = 2 (5) (nous mettons un point sur +,
car ce n'est pas |'addition ordinaire et nous lisons un pointé
plus deux pointé égale trois pointé).

Compléte leségalités : 0+2 =0 ; 1+3=0 ;3+2=0

L_J'E' 34

0|1 2|3|4

B, L 56789
T

Pour donner tous les résultats on dresse une table —r——-
d'addition. +io}1|2]3]s
Compléte la avec les notations les plus mmplu :
Remarque. Effectue 4+3; peuxtuécr:re4+3 77 =

4+4; peux-tu écrire4+4 =37 (1] | 118

. a-
(%]

Il ne faut pas confondre I'addition des classes | 2]|2]3| |o
avec celle des entiers. al lila
Multiplication des classes : ce que tu viens de fai- .

re pour |'addition, tu peux le faire de la méme
maniére pour la multiplication et dresser une ta-
ble de multiplication. 246




Il Divisibilité par5

Quels sont dans le tableau du | les nombres qui sont divisibles
par 5 ? {ceux de la 1 ére colonne)
Peux-tu trouver un moyen de savoir quand un nombre est divisi-
ble par 5 sans effectuer la division ?

® |es nombres divisibles par 5 sont ceux qui ont pour chiffre des
unités zéro ou bien cing.

|Exercim5
1.

Trace les traits fléchés signifiant : "... don-
%+ P BRI ne le méme reste dans la division par 5, gque.”
.53 19 .80 .22 + 45| Classe les nombres de I'ensemble A d'a-
prés les traits fléchés (tu auras spin de re-

Ve #4004l *+55 | faire un schéma plus propre).

2. Ecris chacun des nombres suivants sous la forme; (5Xa)l+b et b < a puis
classe les nombres suivant leur reste dans la division par 5 :
17,32, 26, 30, 5, 9, 22, 38.

3. En adoptant les notations les plus simples, indigue dans guelle classe se
trouvent les nombres suivants : 6, 3, 7, 11, 17, 38, 45, 52, 73, 94, 203.

4. Méme exercice quen 3 avec les nombres : 82, 107, 108, 112, 120, 204,
216, 428, 542,

5, Méme exercice qu'en 3 avec les nombres : 6738,4 724, 21 894, 26 215,
30000.

6. Hﬂtﬂ dm:une dﬂ classes suivantes sopus la fnrme la plus simple {exemple :
y 2!5]'1315! E[EI 13 (5), 25 (51, 32{5} 4?15] 54 (5).

7. Compléte le tableau suivant en utilisant la table.

121342015‘ Compare les bandes encadrées en
oloa323l2alzfo] e
e 22#33430,0 Trouve une conclusion.
a'l-b _'[_J As-tu déjd écrit des égalités du mé-
latb) +c i
bte| | | i_
a+[l:|-+|:l

B. Effe:uu ]-I‘l op&atm suivantes : 2+4+11(5): 3+ﬂ+2+3+l{5}
1+2+3+2+3+4IE.’| 1+-I+4++I—I-4+2l5:t 0+3+2+243484241 +315]

9. Compléte le tableau suivant en écrivant 1 si le nombre est divisible par 5,
0 sinon.

nombres 27| 45|59l 76|97|200| 121 | 228! 553|610 1225|3004
divisibilité par 5

10. On remplace autant gu’on peut 48 piéces de 1 centime par des piéces de
5 centimes. Combien reste-t-il de piéces de 1 centime 4 la fin de I'opération?
Méme question quand on remplace 70 piéces de 1 franc par des piéces de
5 francs.

Méme question quand on remplace 40 billets de 10 francs par des billers
de 50 francs.



¢9L61 (GLEL U8 |0w Z8Yd Jueaap Jauuo(iels el-lelinod sinol ap uajquon

(D) z=g+9 ‘ () g=9+e : (O Q=g+l
AEN =g DO b= T W)Y |
*sasgljualed sa| Juerg|dwon

ua sasse|o 599 juapioddes s jualussse|d |anb g sajjap aunaeyd
anod anbipul {salUBAINS SBSSE|D 8P SUOIIPPE $8) §N1JBYS B UD ‘¥

"SIN01 5841NE s8] JUBs|I01NE |
'GL NE 481 NP DW Zayd 1UEASP 1UBWALUGIELS 8] lpialu) Juawajbar a7 ¢

¢ BIIX08510 81910485 pREL DPEL

CZBL "GEBL ‘PBLL '9161 "LOG| /59)/I%BSs5|q 1UBIEIA SAILBAING SaaUUE 53

18 51p & sed aupgIsiMp ap 8)Bas ) Juesyin ug p Jed ayqisiap 158 aubisap

u_ _:G E_ﬂEu_.._ aj _u B|I1Xa5510 158 agauue aun _F_ﬁcﬂ& rE_._.:u .o__a.ﬂnn._ @l :D

't Jed alg

<ISIAIP 158 sanjjiLo u._m_:..nn Xnap sas Jed w.....:E BIQuiou aj is t Jed En__nm_:.__u
153 aiquiou un : p Jed gupqisialp ap a)bas 8] g 8] suep ganoJl se nl'g

"jnau aseq ua ‘bu)o eseq ua 's|0J1 asEq UA 81103 53|

SIE[NOA N} 15 ‘§911UN S8R 8J441YD 8| XNa,p unJeya Jnod aanod| "xip
aseq ua $31499 1U0S 'GO8L '9EZ '0ZZ ‘801 'pL '8F SeIquIOU 37 °E
¢ buia _

AsBQ U 811409 53| SIBINOA N3 IS '€ 'Z | ' S81UN SBP 341y Inod

juaiesne 1nb xnao U0s §|anND ¢ Z ‘| ‘D $8HIUN $BP BIHIYD Jnod

juaiedne 1nb xnad Juos sjanb ‘§10J} BSEq US 811409 58| SIBINOA N IS
"X|p aseq ua 511499 1U0s £/ ‘G 'O '9E 'ZE 'L¢ 'l ¢ $9IQUIOU $87°Z

b 4ed pU1IqIs|Mp ap 8]Bga aun aduou g

TSR0 SIBlLIap KNap sas did aliog aiquiou 8] enb

¥ JBd 355210 BB B) FUBD 158 (00| Bnb pueld sn|d) aiquiou Jnoj snipuog

‘008 81 ‘209 6 'BZ8 '£19 D4R LABULIOSIES SWIPW ] 5114

LE+ 005 | T LEG | adpogsanad ) *Leg | apduwaxa ted faiguiou un spusld :

{PXLU4X ((PXEI+X  {{pXT)+X 9ANOM 85 AUUD| i
-0 8]|anb SuUeQ 4 X BANDIY 85 BUUOIOT 3]janb SUEP ‘BIQUWIGU 83 ¢ { BuUG|]
CIPPY X 8iQuiou un spusad 'f sed juswasseja ap neajqe; a) sueq : (addey
‘BAQUWIOU Un,p ¢ aed asse)a

8] saancdl ap apides uaAow un Jayaiayd SUO||E SNOL 8010Ja%a 180 sueq g 1t

 898se|0
isule sed s|1-juos 8u s|ainleu selquiou
sa7 ‘nes|qel 8o Uns 8nolp aubi-lwep
m. riejzjHo anbeyo ap salquiou sa| 8linsua 8de|d
'saUDaly S9P SUBS 3] JUBAINS UA SAIQWIOU Sap a1ins g 51103

FANE

L A AR R e
(21 =1E0 401 @) =L40H £14L 1 (2)"= 14041

‘I uaig no () $3910U °Z Jed SaSSE|2 AP SBIUBAINS SUOILIPPE §4 AMYaYT ‘P

ZZE* BlO1* log* BpozZ* GLA+
052 b6+ PLEY
LpE" | THEE T og* 8+ - <
ELBE* ELL* B2 * EL%- F81.* L+ z+ |
' Jed soiq

~ ISIAIP SEAGUIOU SBP B|0LUASUA,| BINOIUA 'SIUBAINS SELILIS Sap UNJEUD SUEQ 'E m

. ‘Z28 L1 !

'Z16 ¥ 'SOZ '90E '6 ‘Z 'SL9 ¥ '6E9 € _ |
‘269 € '00€ 'Ll 'E1Z 'BIE 'T19 'S2E _
) ! SAJQLIOU 8| _.!#...D.F-ﬁ suep aoely & dmd qisimpuon| g aed saggisimg |z m

juswasse|d |

JLITIGISIAIG 13
SLNIWISSYTD ¥NS SAWIT90Ud 06
g+ (LX)

. urm.!n_ﬁ:.,_n ﬂ_

e B



LECTURES RECOMMANDEES

J. BACKUS,
« Can programming be liberated from the von neumann style ? a functionnal style and its algebra of programs »,
Dans Communications of the ACM, vol. 21, p. 613-640, ACM, aotit 1978.

N. BOURBAKI,
Eléments de mathématique - Théorie des ensembles,
Hermann, 1960.

T. BRUGERE ET A. MOLLARD,
Mathématiques a 'usage des informaticiens,
Ellispes, 2003.

A. Brycoo, T. DUrRaAND, M. PELLETIER, C. QUEINNEC ET M. SORIA,
Programmation récursive (en Scheme),
Dunod, 2004.

K. DoETs ET J. VAN E1JCK,
The haskell road to logic, math and programming, 2004.

M. LipOVACA ET V. ROBERT,
« Apprendre haskell vous fera le plus grand bien! », adresse : http://lyah.haskell.fr/, 2013.

S. LipscHUTZ ET M. LIPSON,
Schaum’s outlines : Discrete mathematics,
Mac Graw & Hill, 2007.

J. MUNRO,
Discrete mathematics for computing,
Chapman & Hall, 1992.

P.-C. ScuoLL, M.-C. FauveT, F.LAGNIER ET F.MARANINCHI,
Cours d’informatique : langages et programmation,
Masson, 1993.

D. SPIVAK,
Category theory for scientists, 2013.

THIRIOUX, GASPARI, MIREBEAU ET LEYRAT,
Mathématique contemporaine - CM1,
Magnard, 1970.

S. VEIGNEAU,
Approches impérative et fonctionnelle de ’algorithmique,
Springer, 1999.

140


http://lyah.haskell.fr/

	Table des matières
	Logique des propositions
	Test préliminaire
	Contexte
	Syntaxe
	Les symboles
	Représentation à l'aide d'arbres
	Démonstration par induction
	Sous-formules

	Sémantique
	Valeurs sous un environnement
	Avec Haskell
	Tables de vérité
	Tautologies, formules satisfiables, insatisfiables
	Conséquences et équivalences logiques
	Formules d'équivalence de la logique des propositions
	Principe de déduction par réfutation de la conclusion

	Approche formelle de la logique propositionnelle (logique niveau II...)
	Principe général
	Théorème de la déduction
	Retour sur la démonstration par réfutation
	Raisonnement par l'absurde / par contraposée

	Récurrence
	Retour sur le raisonnement par récurrence et sur le sens de l'implication 
	Récursion, récurrence, induction
	Génétique syldave

	EXERCICES

	Ensembles
	L'informaticien(ne) sur le terrain
	Tout est ensemble
	Une définition?
	Kit de survie en logique des prédicats

	Parties d'un ensemble
	Notion d'égalité
	Inclusion
	Ensemble des parties d'un ensemble
	Construction récursive

	Algèbre des ensembles
	Intersection
	Union
	Différence
	Différence symétrique
	Complémentaire
	Lois de De Morgan
	Dualité

	Partition d'un ensemble
	Produit cartésien
	À table
	Paire ordonnée - Produit de deux ensembles
	n-uplets - Produit d'un nombre quelconque d'ensembles

	Notion de cardinal
	Fonction caractéristique (niveau II...)
	EXERCICES

	Relations et fonctions
	Préliminaires...
	Un peu de calcul matriciel
	Calcul booléen

	Relations binaires
	Au CM1
	Généalogie
	À l'IUT
	Retour au CE1
	Domaine, codomaine
	Représentation d'une relation
	Relation transposée
	Image, contre image
	Égalité de deux relations
	Principales opérations sur les relations
	Composition de relations

	Fonctions
	Définitions
	Fonctions particulières
	Fonction injective
	Fonction surjective
	Fonction bijective

	Relations binaires sur un ensemble
	Au CE1
	Définition
	Représentations
	Composition
	Chemin
	Propriétés des relations sur un ensemble
	Fermeture transitive et chemin

	Un peu d'ordre
	Pré-ordre
	Relations d'équivalence
	Relation d'ordre - Poset

	EXERCICES
	Relations binaires
	 Relations binaires sur un ensemble
	Pré-ordres


	Programmation fonctionnelle et Haskell for dummies
	Rapide introduction
	Un jeu
	Une programmation désaffectée
	Environnement
	Les fonctions
	Un exemple

	Polymorphisme - abstraction - récursion - listes
	Récursion, induction, récurrence
	Zoom sur les listes


	Arithmétique: un premier survol
	Structures mères
	Lois de composition interne
	Les groupes
	Le groupe (Z/nZ,+)

	Divisibilité dans Z
	Propriété fondamentale de N
	PGCD
	Égalité de Bézout
	Algorithme des différences
	Algorithme d'Euclide I
	Algorithme d'Euclide II
	Nombres premiers entre eux

	À la recherche des nombres premiers
	Définition
	Comment vérifier qu'un nombre est premier?
	Tests et cribles
	Décomposition des entiers en produit de nombres premiers

	Éléments inversibles de Z/nZ
	Anneaux et corps
	Comment calculer l'inverse modulaire d'un entier?
	Petit théorème de Fermat

	EXERCICES
	Structures mères
	Division euclidienne
	PGCD
	Nombres premiers
	Complexité et relation de domination
	Exercices « papier-crayonfg
	Exponentiation rapide


	Raccourcis emacs
	Module logique en Haskell
	Mon livre de CM1
	Lectures recommandées
	Lectures recommandées

